
１ はじめに

教科としての数学について，出来上がったもの，与え

られるものとしての数学観に対して，近年，数学を作り

上げられるものとして観る数学観が市民権を得てきてい

る。そこでは，実際，生徒自ら数学的性質を発見したり，

生徒自らが数学を作り上げていくといった授業が行なわ

れる。このような授業を行なう場合，出来上がった数学

をアレンジして，生徒が発見する場面を仕組むことがよ

く行なわれている。しかし，出来上がった数学をアレン

ジした授業は，筋立てが決まっていて，数学を作る真似

事に終わってしまいがちである。出来合いでは無い数学

を，実際に作る過程が体験できる数学の授業が望まれる

所である。しかしながら，出来合いで無い数学を学校現

場が準備することは困難であろう。そのために，本稿は，

「数学作り」を目指した授業の題材を提案する。

� 図形教材（対象：中学３年以降）

§１ 隣りの壁（正面と天井）にコンセントがあるとき

（１）一方のコンセント �が正面の中央にあるとき

〈考え方〉隣り合う２つの壁（正面・天井）を結ぶ（実

線）より，３つの壁（正面・右側面・天井）を結ぶ（点

線）方がコードが短いこともあるだろう。
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〈原題〉立方体の部屋に２つのコンセントをつけ，電
気コードでつなぎたい。壁を伝って配線するとき，電
気コードを最短にするにはどう配線すればよいか。

〈展開図〉
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〈コードが最短となる場合〉

〈問題〉点線のコードが引けないときがあるか。

（解答）例えば右図のよう

な，場合には，点線のコー

ドは引けない。

〈問題〉�が与えられたとき，点線の方が短くなる �

の範囲はどうか。

（解答）

〈発展問題〉点線が存在しないような�の範囲を求めよ。

〈問題〉���の垂直二等分線は中心の点�を通るか。

（解答）������だから

�は垂直二等分線上にある。

〈問題〉��が正面の中央にあるとき，点線のコード

が短くなる �の範囲を求めよ。

（解答）そのような範囲は無い。

§２ 向かい合う壁（正面と奥）にコンセントがあるとき

（１）一方のコンセント �が正面の中央にあるとき

経由する面として，�天井，�右側面，�床，�左側

面の４つが考えられる。展開図をまとめてかくと

〈展開図〉

〈問題〉正面から見た �（��のこと）に対し，４つの

点�はどのような位置関係にあるか。

（解答）
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４つの点�とも，壁に対称移動した後，同じ位置へ移

動させて得られる。

〈アイデア〉４本のコードを１ヶ所に集めて表現する。

したがって，正面のコンセント �から，奥のコンセ

ント�までのコードの長さは，経由する面が�右側面，

�床，�天井，�左側面の順で長くなる。

＊��（天井）を元にした，��（右側面）の作り方

�について対称移動した後，

�について対称移動する。

＊��を元にした，��～��の作り方

＊��が斜線部にあるときの，��～��の範囲

（２）一方のコンセント �が正面の中央でないとき

〈�の動きは，�の動きで決まる〉

�
�
�

上図のように回転さ

せ１ヶ所へ集める

�
�
�

�
�
�

出発（�）を中央に統一

する：点線

�
�
�

『数学作りの授業』のための題材例（１）
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〈奥の面での各点の位置関係〉

〈複素平面〉複素平面（右上図）を考える。

中心を原点 ����，�を�����’を ����とおくと，

他の出発点は

������	��������	 ������	���	

また，他の到達点は

�’�����	���	 �’������	 �’�����	�

出発点を正面の中心に統一したときの到達点は

�”が，�����	������	�����	�����	�

�”が，�����	���	������	������������

�����	�����	�

�”が，������	������	������	�����	�

�”が，�����	�������	���	����������

������	�����	�

〈出発点を（－０．７，０）としたとき〉

面の１辺の長さを２，正面の出発点を奥の面での

（－０．７，０）（つまり，�����
，���）の位置とす

ると，統一した出発点は（０，－４）と考えられるので，

この点から�”，�”，�”，�”までの距離をそれぞれ求

めると，奥の面上の各点について，最短の経由面は，次

のような結果になる。

ただし，経由面�”，�”，�”，�”をそれぞれ１，

２，３，４で表し，４２は最短の経由面が４と２の２つあ

ることを示している。
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� 図形教材（対象：中学３年以降）

§１ 正三角形

＊以下，����とする。

〈問題〉����も正三角形であることを示せ。

（解答）��������������は明らか

よって，��������より����も正三角形で

ある。

〈問題〉����と����の相似比はいくらか。

（解答）〈高校：余弦定理の利用〉

����において，余弦定理より

��	���	���	�	�����
������

����				�	
���	��

����				�	 ��
	

� ���
よって，��� �
 （答）���


（別解）〈中学：三平方の定理の利用〉

�から��に垂線 ��を下ろす。

����と����にお

いて，

�����������

���	 ��は共通

よって，

���������

したがって，

�������

���
�

	
より ��� �


���	より，三平方の定理から

��� ��	���	
 � ��
 � �


〈問題〉����と����の重心が一致することを示せ。

（解答）〈高校：ベクトルの利用〉

����の重心を�，����の重心を �とする。

３点 �，�，�の位置ベクトルを ��，��，
�，点�，点

�の位置ベクトルを ��，��とすると，点 �の位置ベク

ト ��は，�が線分��を１：２に外分する点だから

����	

����
��	

�	
����

同様に，���	����� ���	���
�

����
�������

�

�	

�����	������	���
�

�

��
�����
�
�

���

したがって，２つの三角形の重心は一致する。

〈中学：三平方の定理の利用〉

��の中点を �とすると，��� �
	
�

	
�
	�

	

����
�
���

�

�
，����

	
より

��� ��	���	
 � �
�	
��
� � 	 

�	� � �
�� �

	�

�

同様に，������ 	�

�
である。

３辺が等しいので，��������

よって，�は����の二等分線上にある。

また，������ 	�

�
�
	�

	
�	��より，�は����

の重心でもある。

§２ 直角三角形での相似

＊２つの三角形の相似は，どんな三角形でも成り立つの

か。

〈予想〉頂角が小さい二等辺三角形では，その三角形と，

〈原題〉正三角形 ���
の各辺を２倍に伸ばして
３点 �，�，�を作ると，
����と����にはど
のような関係があるだろ
うか。

『数学作りの授業』のための題材例（１）
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各辺を拡大した点でできる三角形とは，相似にはならな

いだろう。

〈問題〉直角二等辺三角形 ���の各辺を２倍に拡大し

た点でできる三角形 ���は，直角三角形ではないこと

を示せ。

（解答）����を ����の直角二等辺三角形とする。

��� ��	���	� � 	�
	�
		��	� � ���

��� ��	���	� � �	�		� � �

��� �
	�
��� �

	�
�		� �

	�
	
より

��� ��	���	� � �

	�
� �	� 	�

	
� �	� � ���

よって，��	���	����	なので，����は直角三角

形ではない。

（別解）����を１，２， �� の直角三角形とする。

����で，

�	��	�
���	�	��� ��������

���������� �
��
	

� ����
����で，

�	�		�		�	�	�	�����	��

������� ��
	

� ���	
����で，�	��	�
	���	���

よって，�	���	��	であるから，����は直角三角

形ではない。

§３ 一般の三角形での重心

〈アイデア〉正三角形については，２つの三角形の重心

は一致したが，一般の三角形の五心は一致するのだろう

か。

〈作図ソフトによる確認〉作図ソフトによって，次のこ

とが確認できる。

�重心は，一致する

�内心，垂心，外心，傍心はどれも一致しない

〈問題〉直角二等辺三角形とその各辺を２倍に拡大した

点でできる三角形では，それぞれの重心が一致すること

を示せ。

（解答） �（０，１）

�（１，０）

�（－１，２）

�（０，－１）

�（２，０）

とおく。

����の重心�は �����
�

�
�����
�

� �より
�
�
�
�
�
�

� �
����の重心��は �����	

�
�
	����
�

� �より
��
�
�
�
�
�

� �
したがって，�と��は一致する。

〈問題〉一般の三角

形の場合，２つの三

角形の重心が一致す

ることを示せ。

（解答）����で，

�（�，�），�（�，０）

とする。
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ここで，�����とおくと

����������

���	の重心
は �����
�


�����
�

� �より


���
�

�
�

� �
����の重心は
�は

���������
�


������
�

� �より，

�
���
�

�
�

� �
したがって，


と
�は一致する。

（別解）

���	の重心を


����，

����の重心を


������とする。

���
��������
�

���
�������
���

�������

���
�������

���
�������

���
�������
���

�������

����
��������������������

�

�
��������
�

よって，������

§４ 一般の三角形を１：�に拡大・縮小

三角形を，１：２ではなく，一般的に１：�に拡大・

縮小したらどうか？

〈問題〉ある三角形

とその各辺を１：�

に拡大した点ででき

る三角形において，

それぞれの重心は一

致することを示せ。

（解答）�����，�����とおくと，

	����������������

�����������������

�����������������であるから

����の重心は
 ���
�

�
�

� �
�	��の重心は


�
���������������

�

����������

�
� �

�
�������������������

�

�������

�
� �
�
���
�

�
�

� �
よって，
と
�は一致する。

§５ 面 積

１．三角形の場合

〈問題〉���	と����の面積比を求めよ。

（解答）���	��とおくと

����，����，����

������，������，������

したがって，��������	��

２．四角形の場合

〈問題〉四角形 ��	�と四角形��
�の面積比を求め

よ。

（解答） ��×＝��□

四角形��
������×������□������×�

＝四角形 ��	���

『数学作りの授業』のための題材例（１）
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３．正６角形の場合

相似比は１： �� より，

面積比は１：３

〈発展問題〉三角形の各辺を �倍した点でできる三角

形の面積は，元の三角形の何倍か。四角形ではどうか。

� 図形教材（対象：中学３年以降）

＊隣り合う辺を結んで折るとき………最大２個

＊向かい合う辺を結んで折るとき……最大４個

§１ 正方形

〈特殊化〉

長方形では，いろいろな形が考えられてまとめにくい

から，まずは正方形で考えよう。

＊正方形では，次の２つの場合しかない。

（１） （２）

〈問題〉（１）で，��の動く範囲はどうか。

（解答）��は辺 ��上を動く（ただし，端点は除く）

�����として，	���


〈問題〉（１）で，�，�，�の面積比はいくらか。


��	，���で考えよう

（解答）

���とすると，������	��

��������	���� これを解いて，����
�

よって，����
�
�����

�

�：����������
�
������

したがって，��������
�
��	
�

また，�����，������，������ とおけるから

�����������	���

����	��	
�
これを解いて，�� �

��

〈原題〉長方形の紙を折る。このとき，相似形はいく
つできるだろうか。
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したがって，�������
��
��
	

以上より，

�：�：��
�����������
	
���
�
	
��������

���	��

〈問題〉一般化：一般に，１辺の長さが�の正方形で

考えよう。

（解答）


���とすると，��
��
����

������������

これを解いて，���
����

��

よって，
���
����

��

��
����
����

��
��

����

��

�：��
������
����

��
�����������

したがって，��������

�
��� ��

���
� ���
���

また，������
���

�
��

����

��
� ��
���

��
����

���

ここで，����� �������
����

���
�����

�

���

したがって，�：�������� ���
���

�
�����

���

�������

以上より，�：�：������������

�������である。

〈性質〉

�，�，�の比をグラフに

表すと

グラフより，面積として，

�＜�＜�が成り立つ。

また，相似比として，�＋�

＝�が成り立つ。

§２ 長方形

〈問題〉長方形で考えてみる。

（解答）�� ����� ����� �����

������������������ �����

ただし，���

したがって，�������������が成り立つ。

〈問題〉４つの直角三角形がすべて相似となる�はい

くらか？

（解答） すべてが相似になるのは，

������������������

のときである。

よって，������ �
��
，��� �

��

����������

�������

��
したがって，�� ��

�

このとき，�：�：����������

� �

��
���

�

��
である。

また，�，�，�の相似比は，�の３辺の比に等しいこ

とがわかる。

〈問題〉

��
はどのよ

うな三角形か。

『数学作りの授業』のための題材例（１）
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（解答）

���������よって，���である。

したがって，���	は二等辺三角形である。

〈問題〉 ���	が正三角形になるのは，�がいくらの

ときか？

（解答）

����	�	


�	����

したがって，���
�����	
��	
�	
�	


	
��


よって，���	
��


すなわち，����� ����
�


〈発展〉

つまり，��
�

のとき，

左図のようになり，７つの

直角三角形は，すべて合同

である。

〈補足〉一般の場合，端を図のように重ねて折るとき

�，�は合同である。

さらに�も合同であるならば，

�	��	より，四角形 ���	はひし形である。

§３ 相似な三角形を作らない折り方

〈問題〉どんな三角形にすることができるか。

（解答）右図のように，

いつも二等辺三角形である。

�＝６０°のとき，正三角形である。

�＝４５°のとき，直角二等辺三角形である。

〈問題〉どのような四角形にすることができるか。

＊向かい合う辺は平行とはならないので，平行四辺形の

特別なものにはなり得ない。

〈発展問題〉たこ形になるとき，もとの長方形はどのよ

うな形であるか。

§４ いろいろな問題

〈問題〉

平行四辺形を折るとき

影と横線の三角形どうし

は相似であるか。

（解答）

��
�と����において

�
���（平行四辺形の対角）

�
�������（対頂角）

ゆえに，��
������

����と����において

上より，�
�������

藤 本 義 明
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���������（対頂角）

������	�


よって，������	�


また，����
（平行四辺形の対角）

ゆえに，������	
�

〈問題〉

二等辺三角形を，図のよう

に平行になるように折るとき，

３つの三角形は相似であるこ

とを示せ。

（解答）

�����（底角）

����（同位角）

�����（同一）

�����（錯角）

よって�������������…… �

�����（同位角）

�����（対頂角）

よって��������…… �

��より，��～��はすべて等しい。

よって，３つの三角形は相似な二等辺三角形である。

〈発展問題〉

正三角形を折ると３つの相

似な三角形ができることを示

せ。

〈問題〉平行四辺形を図のよ

うに頂点が重なるように折る

と，２つの合同な三角形がで

きることを示せ。

（解答）����は平行四辺形

で，�は��に関して点�と

対称な点であるから，点�

は対角線 ��の中点である。

したがって，�は平行四辺

形の中心だから，�����

よって，対角線が互いに他を二等分するので，

四角形����は平行四辺形である。

よって，�����…… �，

���������

��������������

��������������

すなわち，���������…… �

また，�����…… �

�，�，�より，���������

����������

よって，����������である。

〈問題〉�������は明

らかである。さらに，

���とすると

�������であることを

示せ。

（解答）���とすると，

一辺の長さは �����

左の縦の辺は �����

よって，���

したがって，���

よって，���である。

つまり，���ならば

�������である。

〈発展問題〉対称になるには，���，���で十分で

あるが，このときも�������となることを示せ。

（解答）数学ソフトを利用して，

���ならば�������

を示すことができる。

『数学作りの授業』のための題材例（１）

８９



� 関数教材（対象：高校２年以降）

§１ 長方形の板を出す

〈特殊化〉直方体の荷物を部屋から出す際，荷物の側面

に着目するために，長方形の板を出すことを考える。

１．入り口から３�の所に障害物があるとき

障害物の高さは無限であり，入り口の高さが２�，板の

幅が１�で高さが��のとき，�の最大値はいくらか。

〈条件設定〉

板の出し方は，次の２つの場面に分ければよいだろう。

�よりも，�の方が �を大きくすることができるだろ

うから，�を考えよう。

（�の解答）板の高さの半分を傾き４５°で廊下に出せれ

ば，残りは回転により全体も出せるだろう。そのときの

�の値を求めると

入り口の高さは

���
�
�
��
�
��より

�������
�

��

��������

〈参考〉板の高さの半分を傾き４５°で廊下に出すには，

部屋の中で４５°傾けてから入り口までそのまま移動すれ

ば良いが，そのためには，入り口と障害物の間に次のよ

うな距離が必要となる。
��
�
����������

��
�

�
��
�
���������

���
��
�
����（�）

したがって，この方法では

できない。

〈発展問題〉図のように，障害物に沿いながら傾けてい

くとき，�の最大値はいくらか。

§２ 〈単純化〉板を通す場合は難しいので，より単純

化して，長さ ��の棒を通す場合を考える。

	��
���������，��
��とする。

������������より

��	 ������ ��

	��� �
���

�������� �

������
�������

〈原題〉直方体の形をした荷物を部屋から廊下に出
す。入り口の前に障害物があるとき，どれだけの大き
さの荷物を，廊下に出すことができるか。

�部屋の中で板を傾け，

その後水平に引く

�板を傾けながら引き

出す

藤 本 義 明
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���のとき ���� ��

������

�����，���における �の最大値を求めればよい。

（予想）２変数関数なの

で，１変数として扱える

ように，予想を立てる。

すなわち，

４５°で，入り口をぎりぎ

り通る長さ	�� が最長

であろう。

〈表計算ソフトによる実験〉

��	�� のときの �の変化

��
��で最大（��	で最大とならない）

〈解釈〉

４５°傾けたとき，入り口の上部が棒の

中点であれば，上へ引っ張りあげるの

も，下へずらすのも対称の動きが可能

になるので，４５°のときが最大といえるだろう。

したがって，障害物までの距離と入り口の高さが等しい

ときは，４５°のとき，最大となる。

〈特殊化〉入り口の高さと障

害物までの距離が等しい場合

には，入り口の上部が棒の中

点となる。

例えば，入り口の高さが

３�であれば，棒の長さは最

大����とすることができる。

〈確かめ〉，

棒の長さ�����（��
	）として表計算ソフトで確

かめると，表のように，���で最大値６をとることが

わかる。

�����（���
）をわずかにずれると，入り口の高さに

届かなかったり，入り口の高さにつかえることになる。

���
�のとき

ｔ ｎ

４ ２．３９６４３２５４９

４．２ ２．４９１０４４２３７

４．４ ２．５８０６５１１０７

４．６ ２．６６４５７５１３９

４．８ ２．７４２０１６９７８

５ ２．８１２０２５１２８

５．２ ２．８７３４５５０５４

５．４ ２．９２４９１４０５８

５．６ ２．９６４６８５６１８

５．８ ２．９９０６２３４７６

６ ３．０００００００００

６．２ ２．９８９２８３４３９

６．４ ２．９５３８００８３９

６．６ ２．８８７２０９９２７

６．８ ２．７８０６３６９２８

７ ２．６２１１９７３０５

７．２ ２．３８９２９７６４６

７．４ ２．０５３３１８１３５

７．６ １．５５８０１２０８４

７．８ ０．７９５３９３２２１

ｔ ｎ

４．５ ２．０２４９１４０５８０

４．６ ２．０３０３０５７１６６

４．７ ２．０３１０５７６４１３

４．８ ２．０２６６６３６２３２

４．９ ２．０１６５３８２４８３

５．０ ２．００００００００００

５．１ １．９７６２４９７２８８

５．２ １．９４４３４２９０２６

５．３ １．９０３１５３３９４０

５．４ １．８５１３２５５６９９

５．５ １．７８７２０９９２６９

５．５ ２．９４３６３８７４５９１

５．６ ２．９６１７７５７３４９４

５．７ ２．９７６４４８４６７４５

５．８ ２．９８７３３６６９３１５

５．９ ２．９９４０７７８８３１９

６ ２．９９６２５９６８３２９

６．１ ２．９９３４１０６４８９６

６．２ ２．９８４９８８７７９７８

６．３ ２．９７０３６７２０５７８

６．４ ２．９４８８１６１４８７４

６．５ ２．９１９４７９９５３７７

『数学作りの授業』のための題材例（１）
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�������のとき

したがって，����� が最大値であると確認できる。

ただし，この関数は 	��で対称となるような単純な関

数ではない。

�．補 遺

本稿は，大学４年生のゼミで行なった内容に基づいて

いる。ゼミでは，「原題」をもとに，問題作り，予想，

検証，誤り，訂正などさまざまな活動場面があった。し

かし，本稿の目的は題材としての提示であるので，ゼミ

の流れに沿いながら，そこでの内容を問題と解答に集約

した。

５．５ ２．９４８８２９４５０４９

５．６ ２．９６７２７８８４１３２

５．７ ２．９８２２９１８８５９０

５．８ ２．９９３５５２０３７５２

５．９ ３．０００７０１１２２８１

６ ３．００３３３１９４０８５

６．１ ３．０００９７９１８４５６

６．２ ２．９９３１０８２１４７６

６．３ ２．９７９１０１０５８５０

６．４ ２．９５８２３８７８０７８

６．５ ２．９２９６７９０６２７４
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