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マルチウェーブレットの構造及び設計∗

On Structure and Design of Multiwavelets∗

宇戸寿幸∗∗・大上健二 ∗∗

Toshiyuki Uto∗∗ and Kenji Ohue∗∗

A multiwavelet with multiplicity r > 1 consists of r scaling functions and r wavelet functions. These functions
can be generated by a lowpass multifilter and a highpass multifilter, whose coefficients are given by r × r

matrices. This paper describes an efficient structure and design for symmetric orthogonal and biorthogonal
multiwavelets. Factorizing the polyphase matrix of orthogonal and biorthogonal multiwavelets into elementary
low-order building blocks, we introduce a systematic construction technique based on the lattice structure
with rotation matrices. We then present a transformation of the tree-structured multiwavelet system into the
equivalent scalar filter bank in order to design multifilter banks. Finally we show the potential of multiwavelets
to improve the performance or the quality in image coding applications.
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1　緒 言

音声や画像の符号化，適応信号処理や情報通信等工学の様々な分野において，フィルタバンク[1]に関する研究が
進められている。特に，フィルタバンクは，画像を効率的に伝送・蓄積するための圧縮技術に応用されている。最
も基本的なフィルタバンクは，周波数帯域を二つに分割する 2分割フィルタバンクである。この 2分割フィルタバ
ンクを周波数帯域がオクターブ分割されるように縦続接続することにより，近年注目されているウェーブレット変
換[1]が得られる。ウェーブレット変換に基づく画像符号化方式[2]は，離散コサイン変換等による圧縮技術よりも
優れた圧縮性能を発揮することから，新しい静止画像符号化標準方式である JPEG2000[3], [4]に採用されている。
画像の圧縮符号化のために望まれる変換特性として，対称性（線形位相）と直交性または双直交性が挙げられ

る[4]。画像のような有限長信号に対して，符号化画素の数が増加することなく効率的に符号化するために，対称
拡張法を適用できるように変換基底が対称性をもつことが重視されている。また，変換が正規直交性を満たすこ
とによりエネルギー保存則が成り立つため，直交性は SNRスケーラビリティ機能をもつ符号化法との整合が取れ
る等の利点がある。一方，双直交性は直交性を緩和した条件であるため，変換設計の自由度が高く，より望ましい
特性を有する変換を設計できる可能性があるという利点がある。
従来のウェーブレット変換（スカラウェーブレット）は一つのスケーリング関数とウェーブレット関数により

構成され，ハール変換を除いて対称性と直交性を同時に満足することはできないことが知られている[1]。そのた
め，画像符号化においては対称性と双直交性を有するウェーブレット変換[2]が多用されている。一方，ウェーブ
レット変換を一般化したマルチウェーブレット[5]–[8]は，複数のスケーリング関数とウェーブレット関数により生
成される。これにより，マルチウェーブレットの構成において多くの自由度を有することが可能となる。その一つ
の例として，マルチウェーブレットは対称性と直交性を同時に満たすことができる。その自由度を利用して設計
することによって，マルチウェーブレットはウェーブレット変換より有効な変換になり得る。そのため，マルチ
ウェーブレットの画像圧縮や雑音除去等への応用が期待されている。
本論文では，マルチウェーブレットを生成するマルチフィルタバンクの基本構造について概観し，そのラティス

（格子形）構造に基づく構成法及び設計法を紹介する。まず，マルチレート信号処理に関する基本的な理論につい
∗電子情報通信学会論文誌，Vol. J86-A，No. 4，pp. 402–409 (2003) の内容に加筆・修正を加えたものである。
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図 1: 多重度 rのマルチフィルタバンク

て述べる。次に，多重度 r = 2のマルチフィルタバンクを例として，そのポリフェーズ行列を対称性と直交性ま
たは双直交性の条件から低次元化し，回転行列からなるラティス構造による構成法を示す。さらに，マルチフィル
タと等価なスカラフィルタバンクの構造を導出し，その周波数特性を評価関数とする設計法を示す。最後に，本論
文で示した手法により設計したマルチウェーブレットを静止画像の符号化に適用した結果について示す。

2　準 備

多重度 r > 1のマルチウェーブレット[5]は，r個のスケーリング関数 Φ(t) =
�
φ1(t) · · · φr(t)

�T

と r個の

ウェーブレット関数 Ψ(t) =
�
ψ1(t) · · · ψr(t)

�T

から構成され，r = 1に相当するウェーブレット変換の一般
形として位置付けられる。ここで，上付き添字 T は転置を表す。ウェーブレット変換と同様にマルチウェーブレッ
トの関数Φ(t)，Ψ(t)は低域及び高域通過特性をもつ二つのフィルタH0(z)，H1(z)により生成されるが，そのフィ
ルタが r× r行列で与えられる係数値を有する，つまりマルチフィルタである点がウェーブレット変換と大きく異
なる。そして，双直交マルチウェーブレットの場合には，双対なスケーリング関数 Φ̃(t) =

�
φ̃1(t) · · · φ̃r(t)

�T

と Ψ̃(t) =
�
ψ̃1(t) · · · ψ̃r(t)

�T

が存在し，それらの関数はマルチフィルタF0(z)，F1(z)により生成される。た
だし，直交マルチウェーブレットでは，F0(z) = HT

0 (z
−1)及び F1(z) = HT

1 (z
−1)と関係付けられる。

図 1は，多重度 rのマルチフィルタバンクを示す。ここで，x(n)は入力信号，x̂(n)は出力信号，そしてH0(z)，
H1(z)，F0(z)及び F1(z)はマルチフィルタをそれぞれ表す。また，↓ 2は信号の 2番目ごとのサンプルを取り出
すデシメーション，↑ 2は信号のサンプル間に 1個の零値サンプルを挿入するインターポレーションを示し，それ
ぞれの入出力信号を x(n)，y(m)とすると時間領域では次のように表せる[1]。

y(m) = (↓ 2) [x(n)] = x(2m), （デシメーション） (1)

y(m) = (↑ 2) [x(n)] =

�
x(m/2), m = 0,±2,±4, · · ·

0, otherwise
（インターポレーション） (2)

ただし，本論文において 0は全ての要素が 0であるベクトルまたは行列を表す。このとき，z領域においてマルチ
フィルタバンクの入出力関係は次のように与えられる。

x̂(z) =
1
2
{F0(z)H0(z) + F1(z)H1(z)}x(z) +

1
2
{F0(z)H0(−z) + F1(z)H1(−z)}x(−z) (3)

従って，出力で入力信号が完全に復元，すなわち l0 を任意の整数として x̂(z) = z−l0x(z)となるには，次の完全
再構成条件を満足する必要がある。

F0(z)H0(z) + F1(z)H1(z) = 2z−l0I

F0(z)H0(−z) + F1(z)H1(−z) = 0
(4)

ただし，Iは単位行列を表す。
ここで，分解側のマルチフィルタH0(z)，H1(z)をタイプ Iのポリフェーズ表現，合成側のマルチフィルタF0(z)，

F1(z)をタイプ IIのポリフェーズ表現によりそれぞれ表す[1]。

�
H0(z) H1(z)

�T

=

�
E00(z2) E01(z2)
E10(z2) E11(z2)

� �
I z−1I

�T
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= E(z2)
�

I z−1I
�T

(5)

�
F0(z) F1(z)

�
=

�
z−1I I

� �
R00(z2) R01(z2)
R10(z2) R11(z2)

�

=
�
z−1I I

�
R(z2) (6)

これらポリフェーズ行列 E(z)，R(z)により完全再構成条件は次のようにも書ける。

R(z)E(z) = z−l1I (7)

ただし，l1は任意の整数を表す。直交マルチウェーブレットを構成するためには，ポリフェーズ行列E(z)が次式
を満たすパラユニタリ行列とならなければならない。

ET (z−1)E(z) = I (8)

このとき，ポリフェーズ行列 E(z)からR(z)は次のように与えられる。

R(z) = ET (z−1) (9)

3　マルチウェーブレットの構造と設計

まず，対称性を有する直交及び双直交マルチウェーブレットを生成するためのマルチフィルタバンクのラティス
構造について示す。次に，最適なマルチウェーブレットを構成するラティス係数の設計について述べる。ただし，
以下では多重度 r = 2のマルチウェーブレットを例として議論する。

3.1　マルチフィルタバンクのラティス構造

ラティス構造[1]は，分割されたシステムの縦続接続に基づくフィルタの一実現法であり，係数値の量子化に関わ
らず完全再構成などの特性を保つ有効な方法として知られている。ここでは，各マルチフィルタのフィルタ長が
L = 2× l（l = 1, 2, · · ·）であるマルチフィルタバンクのラティス実現について考える。
対称性を満たすフィルタ長 LのマルチフィルタH(z)は，次の関係式を満たさなければならない。

H(z) = z−(L−1)DH(z−1)D (10)

ただし，

D =

�
1 0
0 −1

�
= diag(1,−1) (11)

である。従って，対称性を満たすマルチフィルタバンクのポリフェーズ行列 E(z)は次のように与えられる。

E(z) = El(z)

=

�
El,0 z−(l−1)DEl,0(z−1)D
El,1 z−(l−1)DEl,1(z−1)D

�
(12)

ここで，
El,0(z) = hl,0 + hl,1z

−1 + · · ·+ hl,l−1z
−(l−1)

El,1(z) = fl,0 + fl,1z−1 + · · ·+ fl,l−1z
−(l−1)

(13)

とすると，直交マルチフィルタバンクは直交条件から次式を満たす。

hl,0fT
l,l−1 + Dhl,l−1DDfT

l,0D = 0

hl,l−1fT
l,0 + Dhl,0DDfT

l,l−1D = 0

fl,0fT
l,l−1 + Dfl,l−1DDfT

l,0D = 0

fl,l−1fT
l,0 + Dhl,0DDfT

l,l−1D = 0

(14)
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これより，ポリフェーズ行列 El(z)は次のように書き直される。
�

El,0(z) z−(l−1)DEl,0(z−1)D
El,1(z) z−(l−1)DEl,1(z−1)D

��
fT
l,0 fT

l,l−1

DfT
l,l−1D DfT

l,0D

�

=

�
El−1,0(z) z−1z−(l−2)DEl−1,0(z−1)D
El−1,1(z) z−1z−(l−2)DEl−1,1(z−1)D

�

= El−1(z)

�
I 0

0 z−1I

�
(15)

従って，ポリフェーズ行列 El(z)は次のように表される。

El(z) = El−1(z)

�
I 0

0 z−1I

��
fT
l,0 fT

l,l−1

DfT
l,l−1D DfT

l,0D

�−1

(16)

ただし，式 (16)の右辺第 3項は直交行列となるので，

El(z) = El−1(z)

�
I 0

0 z−1I

��
fl,0 Dfl,l−1D

fl,l−1 Dfl,0D

�
(17)

と書き直される。以上の手順を繰り返すことにより行列 Ei（i = l, l − 1, . . . , 2）は低次元化することができ，対
称性と直交性を満たすマルチフィルタバンクのラティス構造は次式で表される。

E(z) = B1Λ(z)B2Λ(z) · · ·Bl−1Λ(z)Bl = B1

l�
i=2

{Λ(z)Bi} (18)

Λ(z) =

�
I 0

0 z−1I

�
(19)

Bi =





�
al DalD

bl DblD

�
, （i = 1）

�
ai DbiD

bi DaiD

�
, （i = 2, 3, . . . , l）

(20)

先に述べたように，行列Bi は直交行列である必要がある。そこで，まずBi を次のように分解する。

Bi =

�
ai Dbi

bi Dai

��
I 0

0 D

�
(21)

ここで，
ai = ci − Ddi

bi = Dci + di

(22)

とすると，式 (21)の右辺第 1項はさらに次のように分解することができる。
�

ci − Ddi ci + Ddi

Dci + di Dci − di

�
=

�
I −D

D I

� �
ci 0

0 di

� �
I I

I −I

�
(23)

従って，式 (23)における要素行列 ci,diが直交行列であれば行列Biは直交行列となることがわかる。そこで，要
素行列 ci と di を次式で与える。

ci =

�
cos θ2i sin θ2i

− sin θ2i cos θ2i

�
(24)

di =

�
cos θ2i+1 sin θ2i+1

− sin θ2i+1 cos θ2i+1

�
(25)

ただし，θ2i，θ2i+1 は任意の変数であり，このラティス構成におけるパラメータをラティス係数という。
以上のように行列Biが構成される場合，マルチフィルタバンクは構造的に対称性と直交性を同時に満たす。一

方，行列Biが式 (20)だけを満たす正則行列である場合，当然ながらそのマルチフィルタバンクは直交性を満たす
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図 2: プレフィルタとポストフィルタ

ことは保証できないが，対称性と双直交性を満たすマルチフィルタバンクを構成することができる。つまり，対称
性と双直交性を満たすマルチフィルタバンクのラティス実現は，正則である要素行列 ci,di から得られる行列Bi

により構成される。

3.2　スカラフィルタバンクへの表現変換に基づく設計

マルチフィルタバンクの設計を考える前に，マルチフィルタバンクにおけるプレフィルタリングとポストフィル
タリングについて述べる。図 1に示されるように，多重度 rのマルチフィルタバンクは r入力 r出力システムで
ある。そのため，1次元信号に多重度 rのマルチウェーブレットを適用するには，図 2のように 1次元信号 x(n)
から r次元信号 x(n)への変換処理とそれとは逆の変換処理が必要となる。これらの処理は，プレフィルタリング，
ポストフィルタリングとそれぞれ呼ばれる。
多重度 r = 2におけるプレフィルタ P0(z)，P1(z)とポストフィルタ Q0(z)，Q1(z)を，それぞれ次のようにポ

リフェーズ表現する。

�
P0(z) P1(z)

�T

=

�
p00(z2) p01(z2)
p10(z2) p11(z2)

� �
1 z−1

�T

= Ep(z2)
�
1 z−1

�T

(26)

�
Q0(z) Q1(z)

�
=

�
z−1 1

� �
q00(z2) q01(z2)
q10(z2) q11(z2)

�

=
�
z−1 1

�
Rp(z2) (27)

マルチフィルタバンクと同様に，入力信号を完全に再構成するためにはポリフェーズ行列Ep(z)，Rp(z)は次式を
満たさなければならない。

Rp(z)Ep(z) = z−l2I (28)

ここで，マルチフィルタバンクの設計，つまりラティス係数を決定するために 1次元の入力信号 x(z)と分解フィ
ルタH0(z)，H1(z)の出力信号Y0(z)，Y1(z)との関係に着目する。まず，マルチフィルタバンクの入力信号 x(z)
は x(z)により次のように与えられる。

x(z) = Ep(z2)

�
1
z−1

�
x(z) (29)

これより，マルチフィルタの出力信号Y0(z)，Y1(z)は
�

Y0(z)
Y1(z)

�
=

�
H0(z2)
H1(z2)

�
x(z)

=

�
H0(z2)
H1(z2)

�
Ep(z2)

�
1
z−1

�
x(z) (30)

と表すことができる。従って，プレフィルタとマルチフィルタバンク（r = 2）による分解システムは 2r(= 4)分
割のスカラフィルタバンクと等価であることがわかり，その分解フィルタHi(z)（i = 0, 1, 2, 3）は式 (30)から次
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のように表現できる。 


H0(z)
H1(z)
H2(z)
H3(z)



=

�
H0(z2)
H1(z2)

�
Ep(z2)

�
1
z−1

�
(31)

同様に，等価なスカラフィルタバンクの合成フィルタ Fi(z)（i = 0, 1, 2, 3）も得ることができる。この等価変換に
より，従来のスカラフィルタバンクに対して用いられる設計法をマルチフィルタバンクにも適用することができ
る。しかし，応用上において図 1に示される 1レベルだけで構成されるマルチフィルタバンクを用いることは稀で
あり，1レベルのマルチフィルタバンクを低域出力に縦続接続することにより得られる複数レベルのシステム（マ
ルチウェーブレット）を考慮する必要がある。
プレフィルタは多次元入力信号を生成するために最初だけ用いられるため，複数レベルのマルチフィルタバン

クの 2レベル以降の分解処理は式 (31)とは異なる。従って，式 (31)で表されるスカラフィルタバンクに基づいて
設計することは適当ではない。そこで，各レベルの分解表現にプレフィルタを含めることにより処理表現を同一
にするために，マルチフィルタバンクを接続する低域出力側にポストフィルタRp(z2)を挿入する。




H �
0(z)

H �
1(z)

H �
2(z)

H �
3(z)



=

�
Rp(z2)H0(z2)

H1(z2)

�
Ep(z2)

�
1
z−1

�
(32)

これは，各レベルにおいて 1次元入力信号をプレフィルタにより多次元化した信号を分解フィルタの入力とし，分
解フィルタの多次元出力信号をポストフィルタにより 1次元化した信号を最終出力とすることに相当する。この
各レベルにおけるポストフィルタ及びプレフィルタの付加処理は，式 (28)よりシステムに影響を与えないことに
注意されたい。以上の処理により，各レベルの分解システムが同一である分解フィルタ H �

i(z)（i = 0, 1, 2, 3）が
得られる。同様に，合成フィルタ F �

i（i = 0, 1, 2, 3）も得ることができる。
本論文では，スカラフィルタ H �

i(z)，F �
i (z) は以下の周波数を通過域 Ωpassband，それ以外の周波数を阻止域

Ωstopband とする。

Ωpassband =





0 ≤ ω < π/2, i = 0 and 1
π/2 ≤ ω < 3π/4, i = 2
3π/4 ≤ ω ≤ π, i = 3

(33)

そして，評価関数として直交マルチウェーブレットの場合は，

C =
3�

i=0

�

w∈Ωstopband

Wa(ejω)|H �
i(e

jω)|2 dω (34)

双直交マルチウェーブレットの場合は，

C =
3�

i=0

�

w∈Ωstopband

Wa(ejω)|H �
i(e

jω)|2 dω +
3�

i=0

�

w∈Ωstopband

Ws(ejω)|F �
i (e

jω)|2 dω (35)

を用いて，式 (34)または (35)を最小化するように非線形最適化により直交及び双直交マルチフィルタバンクを設
計する。ただし，一般的に画像のエネルギーが集中している低域周波数における分解フィルタの阻止域減衰量を高
めるため，また高域周波数における合成フィルタの阻止域減衰量を高めるために重みWa(ejω),Ws(ejω)を用いる。
ここで，プレフィルタ，ポストフィルタとして

Ep(z) =
1√
2

�
1 1
−1 1

�
(36)

Rp(z) = ET
p (z

−1) (37)

を用い，式 (34)と式 (35)により設計した 8タップの直交及び双直交マルチフィルタバンク（PO8，PB8）に相
当するスカラフィルタバンクの振幅応答を図 3に示す。また，その比較として従来の直交マルチウェーブレット
（SA4）[8]の振幅応答も示す。SA4 に比べ，PO8 の分解フィルタの低周波数帯域，PB8 の分解フィルタの低周波
数帯域及び合成フィルタの高周波数帯域において高い減衰量が得られている。
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(a) PO8 の分解フィルタ
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(b) PB8 の分解フィルタ
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(c) PB8 の合成フィルタ
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(d) SA4
[8] の分解フィルタ

図 3: 等価なスカラフィルタバンクの振幅応答

4　シミュレーション結果

提案法により設計した 8タップの直交及び双直交マルチウェーブレット（PO8，PB8），これまでに提案され
ている 4タップの直交マルチウェーブレット（SA4）[8]と 9/7フィルタによるスカラウェーブレット（B9/7）[2]

の各変換を用いて静止画像を符号化した結果について考察する。テスト画像にはサイズが 512 × 512画素である
Barbara画像と Lena画像を使用した。また，各変換を用いて画像に対して 6レベルの分解を施し，SPIHTアル
ゴリズム[9]により符号化した。また，画像符号化の性能を示す指標として次式の PSNR[dB]を使用した。

PSNR = 10 log10

�
2552

MSE

�

ただし，MSEは原画像と再構成画像との平均 2乗誤差である。
ビットレートが 0.25，0.5，1.0bppにおける，二つの画像の PSNR結果を表 1，2にそれぞれ示す。提案した直

交マルチウェーブレット PO8 は従来の SA4 より高い PSNR値が得られているが，Lena画像においてはスカラ
ウェーブレットのB9/7より若干低い結果である。一方，提案した双直交マルチウェーブレット PB8は SA4，B9/7

より良好な PSNR値が得られている。また，図 3のような周波数特性を有する提案したマルチウェーブレットは
2倍の分割数をもつスカラウェーブレットに類似しており，Barbara画像のような高周波成分を多く含む画像に対
して特に有効である。図 4に Barbara画像を各変換により 0.25bppで符号化したときの再構成画像を示す。

5　結 言
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表 1: Barbara画像に対する各変換による PSNR[dB]

　 Barbara　 　 PO8 　 　 PB8 　 　 SA4
[8]　 　 B9/7

[2]　
0.25 bpp 28.01 28.18 27.81 27.53
0.5 bpp 31.86 32.35 31.52 31.58
1.0 bpp 37.01 37.73 36.58 36.81

表 2: Lena画像に対する各変換による PSNR[dB]

　 Lena　 　 PO8 　 　 PB8 　 　 SA4
[8]　 　 B9/7

[2]　
0.25 bpp 33.07 33.57 32.90 33.57
0.5 bpp 36.32 36.84 36.15 36.74
1.0 bpp 39.65 39.94 39.54 39.92

本論文では，ウェーブレットを生成するフィルタバンクの基礎理論について概説し，ウェーブレット変換の一
般形であるマルチウェーブレットを構築する一手法を示した。提案したマルチフィルタバンクは構造的に対称性
と直交性または双直交性を満たすため，回転角をパラメータとする制約なし最適化により直交及び双直交マルチ
ウェーブレットを得ることができる。また，マルチフィルタバンクからスカラフィルタバンクへの等価的な表現
変換により，従来のスカラフィルタバンクの設計手法を利用してマルチウェーブレットを設計することができる。
最後に，提案法により設計したマルチウェーブレットを画像符号化に適用し，マルチウェーブレットがウェーブ
レット変換よりも優れた性能を実現する可能性があることを示した。
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(a) 原画像 (b) PO8 (c) PB8

(d) SA4
[8] (e) B9/7

[2]

図 4: Barbara画像と各変換による再構成画像（0.25bpp）
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