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高等学校における微積分教育の研究〔W〕
第四章 個個の具体的な内容の指導に関する実践的考察（その1）

石　川　廣　美
　（数学教育研究室〕

（平成3年9月17日受理）

　この《高等学校における微積分教育の研究》の冒頭で述べた目的を達成するためには，前章

までの考察に加えて，個個の具体的な内容の指導に関する考察も不可欠であろう。そこで，本

章では，次のような10項目の具体的な内容を取り上げ，それらの指導と取り扱い方についての

実践的考察を行うこととした。

§1．　関数の連続について

§2．　合成関数の導関数について

§3．　変曲点について

§4．　平均値の定理について

§5．　自然対数の底eの導入について

§6．　対数微分法・対数積分法について

§7．　不定積分の定義について

§8．　定積分の定義について

§9．　定積分での置換積分法について

11・・い狂亨について

　実は，筆者はかなりの期問にわたって，高等学校の先生方の数学教育の研究に拘わってきた。

その間に，微積分の個個の具体的た内容の指導や取り扱い方についての，実践上の問題を問わ

れてもきたのであった。上記の10項目は，それに筆者の考える問題点を加え，これからの高等

学校における微積分教育を展望して，発展的に整理して取り上げたものである。高等学校の微

積分教育は，上記の10項目のそれぞれについて，その中にある具体的な問題に対する，正鵠を

射た，しかも杵を脱いだ真に実践的な解答を求めていると考える。

　そこで，本章での考察は，形式には拘らず，問いに答える形をとることにした。すたわち，

上記の10項目のそれぞれについて，まず実践上の問題点をまとめて，それを［間コとして掲げ，

次にそれに対する［答］をおくことにした。

　尚，本研究［lVコでは，上記の10項目の内の§1から§5までの五つの項目について考察す

る。§6から§一10までの五つの項目についての考察は，次の研究［Vコで（その2）として行

うことにしている。
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§1．　関数の連続について

　［間コ　関数の連続に関する事柄は学習指導要領に示された内容ではないが，教科書には連

続の定義が次のようだ形ででできている。

　κ＝αとその近くで定義された関数ル）が

　　　　1i剛κ）＝ル）
　　　　比一→蜆
を満たすとき，ル）は炸αで連続であるという。

　この定義の取り扱い方には苦慮している。このような連続の定義を本格的に取り扱うべきで

あろうか。もし取り扱うとすれぼどのようにしていったらよいであろうか。

　［答］　率直に言って，高等学校でこのような定義を本格的に取り扱うことができるとは思

われない。歴代の学習指導要領が“関数の連続性”について，これを積極的に取り上げようと

しないのは十分頷けることである。

　まず第一に，高等学校での微積分の中に，この連続の定義を導入することの難しさが那辺に

あるかを次の（i），（ii）に分けてみてみよう。

　（i）解析的な表現にすることの難しさ

　この連続の定義式を分解してみれば

　　　　（イ）一1i剛κ）が存在すること

　　　　　　r一“口
　　　　（口）ル）が存在すること

　　　　い　1i剛κ）とル）とが等しいこと
　　　　　　且→口
ということになる。従って，たぜこのようたけ），（口），（・→の三つの条件を満たすとき，関数ル）

は加αで連続であると定義するのかを生徒に理解させ納得させなけれぼたらない。

　そのためには

　　　　連続関数というものは，グラフに表したときに

　　　一つのったがった曲線になっている

という通俗的な意味を抽象化して，．解析的た表現にしたものが上のけ），（口），いであることを理

解させたければならない。これは難しいことである。そこで，よくみられる方法は“不連続な

グラフ”を持ち出して，次のような説明をすることによって納得させようとするものである。

　例えば，以下のグラフはどれも仁1で切れていて連続ではたい。

　この連続てたい様子を解析的に表現すると，次のぺ一ジの図の左から順に

　　　　○　ス1）が存在しない

　　　　○　1imル）が存在しない。（またス1）も存在したい）
　　　　　　∬→1

○　｝卵（κ）もス1）も存在するが士剛κ）≒ス1）

となるであろう。κ＝1で連続でない原因はこのようにたっている。従って，連続の定義には，

先のけ），（口），いが要求されることにたり，また，それで十分となろう。

　このようた説明によって，要するに
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　であること．

（解析的な表現）

ということを生徒に理解させ納得させたけれぼならたいであろうから，

に難しいものであると思われる。

この過程の指導は相当

　（ii）解析的な表現の意味の難しさ

　この連続の定義を導入することの難しさは，（i）でみたような，通俗的な意味から解析的た表

現に抽象化するその過程だけにあるわけではない。この定義の導入の難しさは，

　　　　　1i皿ル）＝ル）
　　　　　五一十α
という解析的た表現そのものの意味の指導の難しさにもあるのである。

　ここで念のために

　　　　　liMκ）＝ル）　　・・…　（1）
　　　　　虻→固
について，その解析的な意味の概略をみておくことにする。

　まず極限の概念，すなわち

　　　　　1i州π）＝α　　・　・　…　　　（2）

　　　　　工→o
についてであるが，この意味について留意すべき点はつぎのようなことであろう。

　　　①極限値αはル）が近づく一定の値である

　　　②ル）が」定の値αに限りなく近づくのであって，

　　　　　必ずしもこの値をとるわけではない

　　　③π→αとは，κがαと異なっていて，κがαに

　　　　　限りたく近づくことである

　ところで，式（2）は，

　　　　　κ→αのとき　スπ）→α　一…　（2）’

とも表現されるのであるが，（2）’のように矢印Hで表現した場合には，尚更上記のことには注

137



石　川　廣　美

意を払わねばならない。すなわち（2）’では矢印Hが二つ用いられているが，同じ矢印でも

　　　π→αは，κ≠αかつκがαに限りなく近づくこと

を意味するのであるが

　　　ル）→αは，単にル）がαに近づくこと

を意味している。この違いは看過してはたらない違いである。（2γは便利な表現ではあるが，

誤解を招く恐れのある表現でもある。

　因にこのことは，ε一δ論法によるたらば，（2）’よりは勿論のこと，（2）よりも明確に示すこと

ができる。

　　　　　任意の正数εが与えられたとき，このεに対して正数δをとり

　　　　　　　　O＜κ一α1＜δたらばつねに1ル）一α1＜ε

　　　≡とすることができるとき，一定値αをπがαに限りなく近づくときの　≡

　　　≡ル）の極限値といい　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≡

　　　　　　　　螂κ）＝α　　（あるいはκ→αのときスκ）→α）　　　　　≡

　　　　と書く。　　　　　　　　　　　　　　　1

　これによれば

　　　　　0＜1κ一α1＜δ

であるから，κ≠αであることカミ明確な表現となっている。

　ところで，連続の定義式

　　　　　1i㎎㈹＝ル）　　・・…　（1）
　　　　　比一十〇
は，形の上だけからみれば，極限の定義式

　　　　　1irψ（κ）＝α　　　　　・　・　…　　　（2）

　　　　　工→血
で，αの代わりにル）をおいたものになっている。しかもこの（1）もまた矢印を用いて

　　　　　κ→αのときスκ）一州α）　　・・…　（1）’

とも書かれることがあるのである。

　しかし，ここで見落としてはならないことは

　　　　　連続の定義式（1），（1γでのκ→α

の意味と

　　　　　極限の定義式（2），（2）’でのκ→α

の意味とは異たっているということである。（2），（2γでのπ→αはκ≠αであったが，（1），（1）’

でのπ→αはκ＝αとたっても差し支えないというκ→αなのである。

　因に，連続の定義をε一δ論法によって示せば次の通りである。

　　　　任意の正数εが与えられたとき，このεに対して正数δをとり

　　　　1卜α＜δである任意のπについて1ル）一ル）1＜ε

　　　とすることができるとき，ル）はκ＝αで連続であるという。　≡

　先の極限の定義のときにみられた

　　　　1．q≦」r卜α1＜δ
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での，点線の部分はたいのである。

　形の上では，連続の定義式（1）あるいは（1γは，極限の定義式（2），（2γで，αの代わりにル）を

おいたものであるが，π→αの意味は異なっており勿論全体の意味は異なっているのである。

従って，仮に，極限の定義式の解析的意味が理解されていたとしても，それによって直ちに連

続の定義式の解析的意味が理解されるというものではないと思われる。

　以上（i），（ii）でみてきたように

　　　　1inlル）＝ル）
　　　　工→o
による連続の定義の導入は，高等学校にとっては相当に難しいものであるといわねばならない

であろう。

　第二に，この連続の定義を導入することができたとして，それではこの定義を実際に使って

いくことができるであろうか。実はこれがまた難しいことのように思われてたらない。定義を

するということはこの定義を用いて数学を展開することが前提である。そこで，この連続の定

義を掲げている教科書が，これをどのように用いて数学を展開しているかをみてみることにす

る。

　ところで，連続関数のよく知られた性質としては次のようなものが掲げられるであろう。

　　（1）連続関数の和・差・積・商（ただし分母の零点は除く）は連続関数である

　　（2）連続関数の連続関数（合成関数）は連続関数である

　　（3）単調な連続関数の逆関数は単調な連続関数である

　　（4）ル）が［a，bコで連続でル）≠〃）ならば，ル）と〃）の間の任意の値2に対して，

　　　　ス。）＝2，a＜c＜bなる。が存在する

　　　　　　　（中間値の定理）

　　（5）閉区間で連続な関数は，この区間で有界がつ最大値，最小値をもつ

　　　　　（最大・最小値定理）

　　／6）閉区間で連続な関数はこの区間で一様連続である

　　　　　（一様連続性の定理）

　このうち，（6）の」様連続性の定理だけは，これまでの教科書では全く取り上げられてはいな

いが，他の（1）から（5）までの性質は概ね教科書の中に言己述されてきているものである。

　さて，教科書の中では，これらの性質は先の連続の定義を用いて証明されているであろうか。

どれ一つとして証明されているものはたいといっても過言ではたいであろう。それは何故であ

ろうか。先の連続の定義を用いて，これらの性質を証明することは高等学校では無理であり，

教育的ではないからであろう。

　それでは折角定義しておいた先の連続の定義はどこで用いられているのであろうか。教科書

の中では，僅かに次の定理だけが先の連続の定義を用いて以下のように証明されているようで

ある。

　　　1定理関数ル）が仁αにおいて微分可能ならば　1

　　　　　　　　ル）はκ＝αで連続である。　　　　　　　　　1

　　　　証明　　ル）はκ＝αで微分可能であるから

　　　≡　　㎡α十雀■軋川
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　　　1従って　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　帥州一ル）／一幕“十3⊥スα）乃／

　　　1　　　　　　　－l1ψ十ゐ）一ル）lmん1
　　　＝　　　　　　　　　H　ゐ　此一・　1

　　　1　　　　　　　　　　＝∫’（α）・0＝0

　　　1　よって　　　　lim伽α十万）一ル）｝＝0　　　　　　　　　　1

　　　1　　　　　用　　　　　　　　　　　　1
　　　1すたわち抄）一〃　　　　　1
　　　1ゆえに関舳）はκ一αで連続である。　1

　しかしこのように証明しておいても，多くの教科書はこの定理を積極的に用いるというほど

の姿勢はとっていないように思われる。

　例えば，今，積の導関数を求める公式

　　　　例κ）嵐κ）ザ＝∫’（κ）嵐κ）十スκ）9’（κ）

を証明するとしよう。その証明は次のようにされるであろう。勿論，ル），鮒）ば微分可能と

する。

伏舳／’一㎡伐十舳寺ん）■ル跡）

一1，m市・免トル）廊・ゐ）・ル）｛点κ・乃）一州

名→o一 @　　　　　　乃

一州芒κ十等■ル）嵐州・ル）嵐κ十3■鮒／

ここで，関数ル），鮒）は微分可能であるから

㎡κ十3．ル）一州

牌伽午鮒一用

　　　　　≡また，鮒）は微分可能，したがって連続であるから　≡

　　　　　1　畔州一鮒　　　　　　　1

　　　　　　よって，上の極限値は存在して

　　　　　　　　　　　　伽κ）嵐κ）ザ＝プ（κ）嵐κ）十スπ）ピ（π）

　多くの教科書は，ここに点線で囲んでいる部分についての説明をつけようとはしていたいの

である。しかしそれは理由あってのことであろうと思うのである。すたわち，もしもここで，

上記の点線部分を表だって記述して，それに整合性をもたせて以降の微積分を展開していくと

すれば，それは大変なことにたり教育的ではないと考えてのことではなかろうか。ここのよう

なところだけに殊更に連続の定義を持ち出すことは，教育的なこととはいえないであろう。
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　以上，要するに，先のような連続の定義をしても，実際にそれを用いて微積分を展開してい

こうとはしていたいのである。にも拘らず，これまでの教科書が挙って先のようだ連続の定義

を記述してきているのはどうしてであろうか。

　このことに関して特に次のことを述べておきたい。とかく教育現場には，多くの教科書に記

述されている内容について，それが言己述されていない教科書があると，この教科書をあたかも

欠陥教科書のごとくに評価する傾向がありはしたいだろうか。もしそうだとしたら，その考え

は間違っていると思う。

　今の連続の定義の場合でも，教科書を作る側としては，他社の教科書カミこの定義を記述して

いるのに，自社の教科書だけがそれを言己述しないことになると，低級な教科書あるいは欠陥教

科書と評価されはしたいかという心配があるかも知れない。そのことが，教科書が挙って連続

の定義を記述する理由の一つになっていると考えるのは，甚だしい見当違いであろうか。先の

ような連続の定義がないからといって，その教科書が低級な欠陥教科書というわけではないと

思うのである。むしろ，そのような教科書を勇気のある教育的な教科書として評価する姿勢が

必要なのではたかろうか。

　さて，これまでのことを要約して次のように述べておきたい。

　　1．　連続の定義を高等学校で導入することは大変難しいことである。しかも，仮に導入

　　　　することができたとしても，これを本格的に用いて微積分を展開することはできない。

　　　　学習指導要領が，この連続に関する事柄を指導内容としていないことは十分頷けるこ

　　　　とである。

　　2、　教科書には確かにこの連続の定義が記述されている。しかしそれは定義がでている

　　　　というだけのものであって，この定義を本格的に用いて微積分を展開していくという

　　　　ものではない。この定義は殆ど用いられていない。

　斯くして，［問］には次のように答えたい。

　連続の定義，すなわち

　κ＝αとその近くで定義された関数ル）が

　　　　linコルトル）
　　　　且→o
を満たすとき，ル）はκ＝αで連続であるという。

を本格的に取り扱うことはできないと思われる。もしも，この定義を与えるのであれば，先に

述べたようなこの定義の意味の難しさに鑑み，これが用いられる場面タ豊富に提供し，これを

使用することによって，徐々にこの定義を理解させていくような扱い方でたけれぼたらないで

あろう。しかしそれもできることではたい。

　いずれにしても，この連続の定義を導入しそれを用いて微積分を展開していくことは，高等

学校では無理である。使いもしない定義を与えることは無駄なことであり有害なことでさえあ

る。《連続》ということについては，図形的直観，すたわちグラフから明らかな事実はこれを

大いに用いて微積分の指導をしていくのが，多くの場合，実際的かつ教育的である一と信ずる。

　尚，連続の定義に関連して，関数の不連続ということについても一言述べておきたい。関数

の不連続ということを次のように定義している書物がよくみられる。
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関数ル）がκ＝αで連続でないとき

ル）はκ＝αで不連続であるという。

　これは連続ということを否定することによって不連続ということを定義するもので，数学的

にも数学教育的にも問題のある定義であろう。それゆえ，この不連続の定義をあれこれ議論し

てみても，教育的た実りある結果は期待できないように思われる。要するに，不連続について

も，これを上のようだ定義によって指導しようとするのではなく，図形的た直観を拠り所とす

ることによ一って指導していくのが，実際的かつ教育的であると考える。

　以上で［答］を終わりたいのであるが，先に列挙した六つの連続関数の性質の個々の姿やそ

れらの証明等には全く触れなかったので，ここでせめてその中の一つである「中間値の定理」

に関する筆者の感想だけでも述べておきたい。

　周知のように，関数ル）が微分可能ならばル）は連続であるが，導関数プ（κ）は必ずしも

連続ではたい。かの高木貞治はこれを

　　　　　連続性は導関数に遺伝しない

といっている。（1〕

　ところで，不思議なことに，連続関数の性質の」つである中間値の定理が，導関数プ（∬）に

ついても次のように成立するのである。

［a，bコにおいてル）が微分可能ならば，∫’（κ）はこの区間

においてプ（α）と∫∫（あ）の間のすべての値をとることができる。

　　　　（導関数に関する中間値の定理）

　このことは，中間値の定理は連続関数に固有のものではないという事実を告げているのであ

る。同時にまたこのことは，関数ル）の導関数∫’（κ）は必ずしも連続ではないとはいうものの

　　　　導関数∫’（κ）は連続関数に近い性質をもっている

ということも告げているのであろう。「連続性は導関数に遺伝したい」ということは厳然たる

事実であるが，“中問値の定理”というメガネでみてみれぱ，連続性は導関数にまで遺伝して

いるようにみえるのである。

　人間の世界でも親と子はそのすべてが似ているわけではたい。しかし，いくつかの点につい

てみてみるとよく似ているものである。数学でも，関数ル）とその導関数プ（κ）が，中間値の

定理という観点からみてみるとよく似ているのは面白いことであ一る。

　数学にも人間的な人情味のある定理があるものである。蓋しそれは当然であろう。数学は人

間がつくったものだからである。

§2．合成関数の導関数について

　そもそも「合成」とはいかにも人間的である。それはさておくとして，ここでは，この公式

の証明の問題に焦点をあてて考察していくことにする。

　　　関数ツニ風m）およびm＝ル）が微分可能であるとき，合成関数
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　　　　ツ＝鮒κ））

の導関数は

　　　　φめ〃
　　　　必　〃汝

で求められる。

　この公式は，高等学校では通常次めように証明されている。

［証明］　κの増分山に対するmおよびツの増分をそれぞれ

　　　　△m，△ツとすれば

　　　　　　　　△ツ　△ツ△m

　　　　　　　　此　△m山

　　　　△κ→Oのとき△m→0とたるから

塞一担慧一（賦豊）（畑笠）

　　　　　　妙伽
　　　　　　伽励

　　　　めψ伽ゆえに　一＝一・一
　　　　幽　伽幽

　［問］　このような証明法は△mを分母分子にかけているので，△m≠0ならば問題はたい

が，△秘＝Oとなる場合も考えられるのであるから，不完全な証明ではないだろうか。そうだ

とすれば，高校生にも完全た証明を与えるべきではたかろうか。

　［答］　確かに，この証明は△m＝0となる場合を考慮していないから不完全な証明である。

無批判に看過してはならないであろう。

　さて，完全な証明をしようとするとき，まず第一に考えられるのは，先の証明の不完全な部

分を繕って，完全た証明にしようとすることである。これについて，例えばある書物では次の

ように繕おうとしている。

　　　　　　　　　　　　　△m
　　　　△m＝0なるときは一＝Oであり，また△ツ＝Oであるから
　　　　　　　　　　　　　蚊
　　　　　　　生一〇

　　　　　　　山

　　　である。従って，今時に

　　　　　　　△ツ　△ツ△m

　　　　　　　山　△m△π
　　　なる式において。、、・たるときは坐は。・1、）を表すものと規約して柑ば

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　△m
　　　（0＝ピ（m）×0であるから）この式は△m＝0のときでも成立する。

　　　　この式において山→0たらしめれば

　　　　　　　△m励　　△ツめ
　　　　　　　一→一　　　　　　一一→■一
　　　　　　　枇　批　　　△勿　伽

　　　であるから公式は証明される。ω

このようにして，先の不完全な証明を繕おうとするのが一つの方法であろう。しかし，あま
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りすっきりしたものとはならたいように思われる。このことについて高木貞治はあの『解析概

論』の中で，一応冒頭のような証明を示した後，次のように述べている。

　　上記の大ざっぱな証明法が我々に反省の機会を与える。mが独立変数ならば，△吻は任

　意でかつ△m≠0であるが，上記の場合のように，吻がんの関数であるときは，△κの値に

　よっては△m：0でもあり得る。そのようた場合には

　　　　　　　　△ツ　△ツ△m

　　　　　　　　△κ　△m枇

　のように書くことは不合理である。このような粗雑な証明を補修するよりも，むしろ初めか

　ら仕直すのが早い。（3〕

　そこで，証明を完全なものにするために，初めから仕直すことにすれば，例えば次のように

証明することにたるであろう。

　　　〔証明〕　ツ＝嵐m）は微分可能であるから

　　　　　　　助十△m）一助）＝△m・星’（勿）十△m・ε1（△m）

　　　　　　　ただし△m→0のときε1（△m）→O，またε1（O）＝0

　　　　　と書くことができる。

　　　　　　　m＝スκ），　m＋△m三スκ十枇）

　　　　　であるから

　　　　　　　△m三山・∫’（π）十此・ε。（枇）

　　　　　　　　ただし山→0のときε2（山）→O

　　　　　として

　　　　　　　鮒π十此））一釧κ））＝△勿・ピぴ（κ））十△勿・εユ（△m）

　　　　　＝M・9’㈹）ヅ（κ）十此・9’㈹））・ε。（〃）十山・プ（κ）・ε、（△m）十山・ε。（山）・ε、（△m）

　　　　　よって

　　　　　　　鮒（κ十△κ））一鮒κ））

　　　　　　　　　　　山

　　　　　＝ピ㈹）ヅ（κ）十ε2（枇）・ピ例κ））十εユ（△m）・プ（π）十ε。（M）・εユ（△％）

　　　　　山→0のとき△m→Oであり，εユ（△m）→0，ε2（此）→O

　　　　　であるから

　　　　　　　　　鮒（κ）プ＝9’㎝π）ガ（κ）

　　　　　すたわち

　　　　　　　　　めφ肋
　　　　　　　　　批　幽荻

　このような証明は数学的にはともかく，教育的にはどうであろうか。筆者は，高校生には，

本節の冒頭でみたような，あの普通にみられる証明の方がよいと断言したいのである。

　第一に

　　　　　△y△ツ△m
　　　　　△π　△m△κ

と

　　　　　めψ励
　　　　　批　∂m汲
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とは自然に結び付く式である。そしてまた，数学教育にとって大切たねらいであるところの，

直観的に予想を立てて考えたり，数学を積極的に活用したりする態度を育むためにも，式

　　　　　△y　△y△m
　　　　　△κ　△m山

の意義は大きいように思われるのである。

　第二に，式

　　　　　△y　△ツ△秘

　　　　　此　△m山

の発想はいかにも人間的であり，そこのところを生徒に感得させられることにもこの式の意義

カミあると思うのである。我々人問の社会では，人と人あるいは物と物だどがうまく結ばれない

と．きには，適当な仲立ちをもってきて，その仲立ちを利用してうまく結ぼうとしている。上の

式は△mを仲立ちにしたものであって，そのような人間の，いわば，哲学に根ざすものとみる

こともできよう。筆者は，上の式を，仁だ証明のための式としてみるだけではなく，人間的た

温もりのある式とみたいのである。

　高等学校における微積分教育は，微積分について，徒に数学的厳密性のようなものを語ろう

として，その人間的な素朴た姿を語ることを忘れてはならないと思うのである。

§3I変曲点について

　［問］　高等学校の数学教育の中の定義には曖昧なものがある。変曲点の定義もそのうちの

一つである。変曲点の定義は教科書によって微妙に違っており，すっきりしない。端的に例を

あげて聞きたい。

　　　ツ＝1π2－1iのグラフ上の点（一1，O），（1，O）

は変曲点といってよいものたのであろうか。

［答］　まず，間われている例を含めて，次の三つの例を提示してみたい。

　（イ）　　　　　　　　　　（口〕　　　　　　　　　　い

ク＝1丸2－1i
y一∬…

作∬3

　（イ）は点（一1，O），（1，O）で微分可能ではない。しかしこのようた点の前後で曲線の

凹凸が変わっている例である。

　（口）は点（O，O）で1回だけ微分可能である。そして，このような点の前後で曲線の凹凸

が変わっている例である。

　（ハ）は点（0，O）で2回微分可能（実は，2回以上微分可能）である。そして，このよう
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な点の前後で曲線の凹凸が変わっている例である。

　さて，今，曲線の凹凸が微分可能性を仮定しないで，次のように定義されているとする。

　　1　ある区間で定義された関数ル）について，曲線ツ＝ル）上でこの区間に含まれる

　　1任意のκ1，κ2をκ座標にもつ二点A，Bにたいして，A，Bを結ぶ曲線の弧が

　　1つねに線分ABより下にあるとき，曲線ツ＝ル）はこの区間で下に凸，あるいは上

　　≡に凹であるという。

下に凸 上に凸

　　　　また，A，Bを結ぶ曲線の弧がつねに線分ABより上にあるとき，曲線ツ＝ル）

　　　はこの区間で上に凸，あるいは下に凹であるという。　　　　　　　　　　　　　　＝

　曲線の凹凸のこのような定義は教科書によくみられるものである。

　さて，このように曲線の凹凸が定義されているとき，もしも変曲点の定義が，曲線上の点を

Pとして

　（i）点Pの前後で曲線の凹凸が変わるならぼ，この点Pを変曲点という

であるならぼ，例け）の（一1，O），（I，O）は変曲点である。勿論，例（口），（づでの（O，O）

も変曲点である。

　しかし，

　（ii）少なくとも1回の微分可能性を仮定した上で，点Pの前後で曲線の凹凸が変わるならば，

　　　この点Pを変曲点という

であるたらば，例（イ）の（一1，0），（1，O）は変曲点とはいえないが，例（口）の（O，O）は

変曲点である。勿論，例（ハ）の（0，O）も変曲点である。

　そしてまた，

　（iii）2回の微分可能性を仮定した上で，点Pの前後で曲線の凹凸が変わるならぼ，この点P

　　　を変曲点という

であるならば，例／イ）の（一1ヰ0），（ユ，0）も，例／口）の（O，O）も変曲点とはいえないが，

例（づでの（O，O）は変曲点である。

　それでは変曲点の定義はどうなっているのであろうか。実はこれが全く曖昧である。多くの

微積分の書物を播いてみると，大勢は（ii）のように思われるのであるが，（i）や（i血）の定義も勿論み

られるのである。また，高等学校の教科書での定義も，いろいろな述べ方をしているが，結局

のところ，この三つの定義があるように思われる。

　従って，間われている

　　　　　ツ＝1κ2－11土の点（一1，O），（1，O）を
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　　　　変曲点というか否か

を，この状況の中で一刀両断にというわけにはいかない。［問］に答えるためには，このうち

のどれか一つの定義を選定する外はたい。

　高等学校における微積分教育にとって好ましい定義は，その後の展開等を考えると，少なく

とも1回の微分可能性を仮定した（ii）の定義ではたいだろうか。筆者は（ii）の定義を採用したい。

従って，間われている点は変曲点とはいわないと答えたい。

　少なくとも1回の微分可能性を仮定すれば，接線を考えることができることになる。その場合

　　　　曲線が接線の上側の方から下側の方に，あるいは下側の方から上側の方に移るとき，

　　　その接点を変曲点という

というような表現の定義がみられることがある。接線をもちだすことは教育的にも実際的にもよ

いことである。しかし，この接線の上側とか下側とかいう表現は，下図のように接線がツ軸に

平行になったときを考．えると，具合が悪いという考え方もあろう。そのためであろうか，例えば

　　　　曲線が接線の両側にあるとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ　　　接点を変曲点という

のような定義もみられるのである。しかしたがら少な

くとも1回の微分可能性を仮定する我々の変曲点の定

義からは，図の点Pは変曲点とはいわたいことになる

わけである。

　尚，変曲点を曲率，すなわち　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　北

　　　　　　　プ
　　　　κ一同

ツ

接線
P

O λ

によって定義することもあるのである。ω勿論これは2回の微分可能性を仮定しているわけ

である。その場合，曲率κがOになる点を“広義の変曲点’’といっている。

　いずれにしても，この問題で生徒を不安にし神経質にさせることは決して教育的でばたい。

恐らく数学の中には，ましてや数学教育の中には曖昧た用語は多々あるであろう。そして，誰

しも，そのようた曖昧な用語を用いることは好まだい。しかし，今日のところは曖味でもやむ

を得ないのではなかろうか。

　周知のように，曖昧という言葉の〔曖〕も〔昧〕も“暗い”という意味である。教育は明る

くなけれぼならたい。やむを得ず曖昧な用語を用いていたとしても，暗くはたらず，明るくや

っていきたいものである。

§4．平均値の定理について

［問］　平均値の定理，すなわち

　関数ル）が［α，わコで連続，（α，b）で微分可能であれば

　　　　　　〃）一ル）
　　　　　　　　　　＝プ（c）
　　　　　　　ろ一α

を満たす。が，（α，わ）内に，少たくとも1つ存在する。
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の取り扱いについては，次のことで悩んでいる。どのように扱ったらよいであろうか。

　　〔i〕　閉区間［a，b］で連続，開区間（a，b）で微分可能というところのこの閉区間，開

　　　　　区間の使い分けは必要であろうか。

　　〔ii〕　この定理を証明するには，どこに根拠をおいて証明していくのがよいであろうか。

　　〔iii〕　この定理の有用性を生徒に認識させるにはどうすればよいであろうか。

　［答］　ここではまず学習指導要領をみてみよう。先に本研究の第二章でみたように，高等

学校学習指導要領（昭和53年）は「微分法とその応用に関連して，平均値の定理に触れること

は差し支えないが，その際は直観的に取り扱い，関数値の増減と導関数との関連を明らかにす

ることにとどめるものとする」と述べている。

　すたわち，まず

　　　　（イ）平均値の定理に触れることは差し支えないが・

として，平均悼の定理を指導することに積極的ではない姿勢を示し，その上さらに

　　　　（口）直観的に取り扱うこと

として，取り扱い方を限定し，かつまた

　　　　（ノう関数値の増減と導関数との関連を明らかにすることにとどめる

として，その使用範囲をも厳しく制限しているのである。

　学習指導要領が，平均値の定理を指導することについて，何故このように積極的でたい姿勢

をとり，かつまた取り扱い方や使用について厳しい制限をつけているのであろうか。筆者はそ

の理由を次のように考えたい。

　（イ〕について

　言うまでもたく，平均値の定理は極めて重要な定理である。それにもかかわらず学習指導要

領が平均値の定理を積極的には取り上げようとしない理由は，単にその内容が難しいからとか，

証明が困難であるとかということだけではたいと思われる。

　実は，平均値の定理ぽ“存在定理”である。平均値の定理はあの実数Cの存在を保証する

もので，Cの値を求めるというようなものではない。実際間題としてCが求まることはほと

んどないし，また求める必要もない。このような“存在定理”は高等学校までの数学教育の中

で取り扱うとの定理とも異質たものである。従って，平均値の定理を指導内容として高々と掲

げることは，高等学校までの数学教育全体の整合性からみて不自然である。

　もう少し強くいえば，このような“存在定理”を積極的に取り上げていくと，それは高等学

校までの数学教育の理念を越えたものとなる恐れがあるのである。

　（口〕1こついて

　歴代の学習指導要領が内容の取り扱いについて，わざわざ「直観的に取り扱う」とか「直観

的に理解させる」とかという言葉をつけてきているのは，この平均値の定理をおいて外にはた

い。実は高等学校の微積分全体が直観的に扱われている。このことを十分承知の上で，なおか

つ平均値の定理について，これを「直観的に取り扱う」とか「直観的に理解させる」としてき

た学習指導要領の意図は，教育現場が

　　　平均値の定理は，それまでのいわば計算上の定理とは違って，本格的な理論的定理であ

　　るから，従って理論的に取り扱わたければならたい

と肩肘張ることを特に警戒したところにあると考えたい。
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　ρ、）について

　昭和53年の学習指導要領に従えば，平均値の定理を導入しても，その使用は

　　　①ある区間でつねにア’（κ）＞Oたらばル）はその区間で増加関数である

　　　②ある区間でつねに∫’（κ）＜Oたらばル）はその区間で減少関数である

　　　③ある区間でつねに∫’（π〕＝0ならば〃はその区間で定数関数である

ということだけを明らかにすることにとどめることにたる。

　ところで，もしも平均値の定理の使用範囲を上の①，②，③に制限しないとしたならぼどう

なるであろうか。高等学校の微積分が理論的・学問的に展開されるものとたり，かつ，内容が

相当に膨張することは必至であろう。このことに歯止めをかけておかねぼたらない。それがこ

のように厳しい使用制限をつけた理由であると考えたい。

　さて，〔問〕に対する答えが遅くなったが，この〔間〕に関しては以上のことをみておいた

上で〔答〕を述べたかったからである。以下，〔問〕の〔i〕，〔ii〕，〔iii〕の順に答えていく

ことにする。

　〔i〕について

言うまでもたく，定理は広い範囲のものに適用できることが望ましい。平均値の定理の

　　　　　閉区間［a，b］で連続，開区間（a，b）で微分可能

という条件は，その意味でこの定理を力強いものとしている。もしもこの条件をきつくして

　　　　　閉区間［a，b］で微分可能

としたならば，高等学校で扱われている関数の範囲ででも，定理が適用できる関数カミ若干少な

くたることは明らかである。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ
　例えば，関数

　　　ツ＝万

は［O，1］で連続であるがκ＝0では微分可能ではたい。

それゆえ，図のように，直線0Aに平行で（O，1）の

問に接点をもつ接線が存在するにもかかわらず平均値の定

理を用いることはできないということには欣る。

ツ

　　　　　　　　　接線

O c　　　　　　　l一　κ

　しかしたがら，この問題は教育的にはどうであろうか。この“閉区間［a，b］で連続，開区

間（a，b）で微分可能”という表現はいかにも学問的である。一般に，高等学校では閉区間，

開区間ということを厳格に取り扱ってはいないように思われる。この扱いは初心者にはたかな

かなじみにくいものである。それゆえ，適用範囲が少し狭くはなるが，高等学校での平均値の

定理の条件は

　　　　　閉区間［a，bコで微分可能

でもよいのではなかろうか。

　［iiコについて

　このことに？いては，学習指導要領が指示してきてい

る通り，直観的に扱い，直観的に理解させるのが適切で

あろう。それはこの定理の意味内容を右のような図によ

って，図形的につかませるといろことである。先に本研
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究の第三章でも述べたように，平均値の定理については，これを証明しようとすべきではない。

　よく，ロルの定理，すなわち

　関数ル）が閉区間［a，b］で連続，開区間（a，b）微分可能でかつル）；〃）なら

ば

　　プ（c）＝0

をみたす。が，（a，b）内に少なくとも1つ存在する。

を直観的に認めて，これを根拠として平均値の定理を証明しているものをみかけるが，このロ

ルの定理とあの平均値の定理とは，本質的には全く同じであって，このようた証明は意味がな

いであろう。

　そこで，平均値の定理を証明しようとすると，最大・最小値の定理，すたわち

　関数ル）が閉区間［a，bコで連続ならば，ル）はこの区間で最大値，最小値をも

つ。

にまで測らなければたらたくなってくる。しかしまた，一この最大・最小値の定理を証明しよう

とすると，

　　　　　連続関数の性質

を明確にしていかたくてはならたい。そのためには，さらに測って

　　　　　実数の性質

にまで踏み込んでいかたくてはたらない。

　高等学校の数学教育は，連続関数の性質や実数の性質にまで踏み込むことは到底できること

ではない。そこで仕方なく，上の最大・最小値の定理を直観的に認めて，これを出発点として，

平均値の定理を証明しようとする行き方が考えられてくる。実際，この行き方もまたよくみら

れるものである。しかし，これも果して教育的であろうか。

　この平均値の定理を，最大・最小値の定理を根拠として証明すれば，なるほど一応の恰好は

つくであろう。しかし，そうすることは高等学校における数学教育の理念を越えたものではな

いだろうか。確かに，図形的直観に訴えるとき，最大・最小値の定理の方が平均値の定理より

も基本的に映るであろう。従って，最大・最小値の定理を根拠として認めていくことに，学習

者の抵抗はないかも知れない。しかし，筆者は，そもそも平均値の定理のような“存在定理”

を証明しようとすることが，高等学校における数学教育の理念を越えたものだと考えているの

である。

　もしも，平均値の定理のような存在定理を敢えて取り上げるのであれば，その定理の成立は，

これを直観的に認めていくのが，高等学校に相応しい教育的た行き方であると信ずる。

　［iiiコについて

　昭和53年の学習指導要領に従えば，平均値の定理の使用は前のべ一ジに述べた①，②，③，

すなわち関数値の増減と導関数との関連を明らかにすることにとどめることになる。そこで，

ここでは，平均値の定理の有用性を生徒に認識させることを，この応用の中だけで考えてみよ
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う。

　ところで，今，平均値の定理を用いないとすれば，先の①，②，③の事柄はどのように説明

すればよいであろうか。例えば次のように説明することになるであろう。ここではその内の

　　①ある区間でつねにプ（κ）〉0ならばル）はその区間で増加関数である

についての説明をしてみよう。

　　　　微分係数の定義より　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　≡

　　　　　　　1，mスα十枇）一ル）．プ（α）　　　　　　　　　l
　　　　　　　H　　山　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　rであるから

　1　プ（、）。。ならば1㎜ス州）一ル）。。　　　　　一
　　　　　　　　　　　　　　　　山一一〇　　山

1である㌃∵小さくど泄　　　1
　　1　　　　　枇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　ドすたわち，ル十枇）一スα）と枇とは同符号である。よって，　　　　　　　　　ミ

　　　　　　　山＞0ならば，スα）＜ル十枇）　　　　　　　　　　　　　1
　　1　　k0ならば，ル十枇）＜スα）

　　　となり，ル）はトαにおいて増加の状態にある。

　　≡　以上は，変数κのある特定の値κ＝αの付近での増加の状態であるが，もし，あ　1

　　1る区間内のすべてのκの値についてグ’（κ）＞0であれば，関数ル）はその区間内の1

　　≡すべての点で増加の状態にあることに欣り，従ってル）はこの区間で増加関数で〒

　　1ある。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　さて，この説明にはすっきりしないものがあろう。すたわち

　　　　　　プ（α）＞Oならばル）は仁αにおいて増加の状態にある

ということは確かであるが，だからといって

　　　ある区間内のすべてのκについてプ（λ）〉Oであれば，関数ル）はその区間内のすべて

　　の点で増加の状態にある。従ってル）はこの区間で増加関数である

と言い切ることとの間にはギャップがある。“増加の状態にある”ということと“増加関数で

ある”ということとは別の概念である。

　さて，この

　　　　（イ）点π＝αで増加の状態にある

という局所的性質が

　　　　（口）ある区間で増加関数である

と，大局的にも成り立つことをすっきりと説明Lようとして取り上げられているもの，それが

これまでの高等学校での平均値の定理であるといえよう。

　そこで，この平均値の定理の有用性を生徒に認識させるためには，まず上記の2つの事柄の

間にギャップがあることを理解させなければならない。それにはどうすればよいであろうか。

このようなときには比楡を用いるのが一つの教育的な方法であろうと思われる。
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このことについて」，能代清はつぎのような比喩をあげている。

　例えば，10名の生徒の中の一人A君をまず前面に立たせて，他の9名にA君よりも身長の

高い人は右へ，A君より身長の低い人は左に並ぶようにといったのでは，10名が身長順に並

ぶとは限らたい。

丁

↑

A君

　　ちょうどこれと同じように，関数ル）

　がκ＝αで増加の状態にあるからといっ

　て，π＝αを含む小さな区間内で単調増

　加であるとはかぎらたい。｛5）

　このことの理解が十分得られるようにす

ることが，平均値の定理の有用性を生徒に

認識させるためにまず必要なことであろ

う。もし，このことの理解カミ得られたなら

ば，平均値の定理の有用性を認識させることはできよう。たぜたらば，この問題は平均値の定

速を用いることによって，次のように見事に解決されるということを見せ付けることができる

からである。

　　　　区間内にκユ＜物である任意の2点κ1，均をとると，平均値の定理によって

　　　　　　　ル2）一ル1）＝（π。一κ1ジ（C），κ1＜C＜κ2　　　　　　　　　　　1

　　1を満たす・が存在机区間内でつ洲こ用・・であり川上この区帥こ含ま」

　　≡れるから，プ（c）＞Oである。また，κ2＞κ1であるから

　　1　　地トル・）〉O　　　　　　　　　　　　　…

1すなわ㌦、＜伽、　　　　　　1
　　≡である。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　≡　ゆえに，ル）はこの区間で増加関数である。　　　　　　　　　　　　　　　　≡

　周知のように，微分法は∬＝αの近くで関数を局所的に1次化すること，つまり

用・ぱα十一α）

というのは，

　　　　　尻≒0のとき，バα十石）≒パα）十プ（α）乃

ということであって，それはル十尻）が近似的にhの1次式ル）十∫’（α）あに等しいことを示し

ている。このことは，微分法は関数の性質を局所的にとらえるものであるということができる。

従って，微分法は，いわば大局→小局という性格をもったものであるが，平均値の定理は関数

を大局的に把握すること，すたわち小局→大局という性格をもったもので，その意義を上のよ

うにして理解させることができたたらば，それによって平均値の定理の有用性の一端を生徒に

認識させることはできるのではたかろうか。

　以上をもって〔iii〕についての答えを終わることにしたい。

　最後に，本節での〔答〕を総括して一言述べておきたい。本節でその扱い方を問われた平均

値の定理は，いわゆる“存在定理”である。かの有名な
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〔代数学の基本定理〕

　　代数方程式は必ず解をもつ。

も平均値の定理と同様な存在定理である。

　もしも，このような存在定理を本格的に取り扱うことができるとすれぼ，高等学校の数学教

育も，それは数学的には明快なものとなろう。例えば，簡単た微分方程式

　　　　め
　　　　荻一秒

を解くにしても，これを変数分離して解いてきた高等学校での解き方には，数学的に問題があ

るが，これにコーシー・リプシッツの定理，すたわち存在定理を用いれば，数学的に厳密かつ

明快に解くことができる。〔6j

　しかし，このような存在定理を高等学校の数学教育の中で取り上げていくことには慎重でな

ければならないと思う。ましてや，この種の存在定理を導入して，その定理の証明もしようた

どと考えてはならない。太平洋に魚がいることを証明してみせることよりも，魚をとってみせ

ることの方が高等学校に相応しい教育の行き方ではなかろうか。

§5．自然対数の底eの導入について

　［間］　指数関数と対数関数についての微積分を行うためには，自然対数の底eを導入し

　　　　　＾・・生ツー・　牌÷・

を導出してこたけれぼたらない。ここのところは高等学校における微積分教育にとって最大の

難関の一つである。時には冷たく扱って「（e比ジ＝e冗さえ覚えておけば，それで困ることはな

いのだ」と指導することさえある。このあたりの教材はどの程度に扱ったらよいものであろう

か。また，温かい扱い方をするにはどうしたらよいだろうか。

　［答］　まず，一般的た微積分の書物では，eの導入から指数関数・対数関数を微分する

に至るまでに，どのような事柄がどのようた順序で準備されていっているかをみてみよう。

（1）

（2）

（3）

（4）

（5）

（6）

！曳（・・圭）冊（舳自然数）が収束することを証明し，この極限値を・とする。

＾・・王ツー・（1は実数）を証明する。

対数関数ツ＝Zo駆の導関数を求める。

　e皿一1　　　－
1m　　＝1を証明する。
比→O　κ

指数関数ツ＝e比の導関数を求める。

eが，e＝2－718281・・…　　となる無理数であることを証明する。

　勿論，これが絶対的なものであり，順序というわけではない。例えば（6）の「eが無理数であ

ることの証明」はu土しは省略されている。また，（2），（3），（4），（5）などの順序は入れ代わるこ

とがある。しかし概ねこのようなものであるとみて間違いないであろう。
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次に，これらの事柄がどのように証明され求められているかをみてみよう。

　　（1）

［証明コ

畑（・・三ヅ（・は自然数）が収束することの証明・

まず｛α卸｝は単調増加た数列であることをいう。二項定理を用いて

　　　　　　　　　　　　　　ψ一（1・去）冊

を展開する。すなわち

み一1・・（ま）・m（㌻1）（ま）2・m（m一劣m■2）（圭）3・・m（m－1）£千一（mI1））（ま）閉

　　一1・1・去（1一芸）・去（1一三）（1一三）・・去（1一士（1－m妻1）

同様にして

仏。・・1・1・去（1山、千1）十去（1一∴）（1一∴）十

　　　　・去（・÷）（1－H）・（、三1）一（・一、÷1）（1一、章1）

α冊とα加。ユとを比較して

　　　　　α。＜α冊十ユ

　つぎに上に有界であることをいう。

叫一…十去（・一芸）・去（1一芸）（・一三）・・去（・一芸）（・一m号1）

　　　　　　　　1　1　　　1　　　　1　1　　　1
　　　　＜1＋1＋　＋　＋　　＋一＜1＋！＋　＋　＋　・十一
　　　　　　　　2！　3！　　　　m！　　　　　　2　22　　　　2冊

　　　　　　　　1
　　　　　　　1一一
　　　　　　　　2冊
　　　　＝1＋　　　＜3
　　　　　　　　1
　　　　　　　1一一
　　　　　　　　2

　　　よって数列｛α冊｝は収束する。

そこで，この極限値をeとおく。すなわち

！曳（1・去）珊一・

とおいて，これを自然対数の底という。

（・）担（・・圭ト・（1は実数）の証明。

［証明］

κ→。。の場合， m≦π＜n＋1となる自然数mをとれば

　　1　　　1　　1
1＋一＜1＋一≦1＋一
　m＋ユ　　κ　　m
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　　したが一て（・・十）冊・（・・麦ヅ・（1・ま）捌十’

これを

　　　　（・・十ヅ十ユ／（1・、十。）・（・・圭ヅ・（・・去）加（・・去）

と変形し，κ→。。とすればm→。。であるから，上の式の両側の項はいずれもeに収束

．する。ゆえに

　　　　　　　　　　　　　担（1・圭ツー・

κ→一。。の場合には，仁一ツとおくと

　　　　　　胤（・・生ツー担（・一｝ジー畑■）ツ

　　　　　　　　　　　　・担（・・古ジ1（・・｛）一・

ゆえに

　　　　　　　　　　　　胤（1・圭γ一・

　　（3）対数関数ツ＝Jo螂の導関数を求める．

（2）をそのまま用いてもよいが，ここでは

　　1m卿・π）一1
　　冗→o　　π

を示して，これを用いて求めてみよう。

　炸1〃とおけば

蝪互牛κ）一ツ些黒・㎏（・十、l！乳㎏（1・｝）｝

ヨJo駆＝1

ゆえに

　　　　　l1mτ・点1＋κ）一1

　　　　　且I｝o　　κ

よって
　　　　　　　　　　　　　1・・（・・ξ）

　1m敏十ゐ）一J螂一1m
　此→O　　　乃　　　　免→0

　　　　　　　　　　　　　　ゐ

　　　　11・・（・・ξ）、1㎎（・・隻）

　＝1im一・　　　　　　　lim
　　免→Oκ　　乃　　伽→O　尻

　　　　　　　π　　　　　　　　　　　κ

1

．κ
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　　　　　　　　　　　mo騨！
　　　ゆえに　　　　　　　＿
　　　　　　　　　　　　幽　　κ

　　　　　　e九一1　　　一
　　（4）　1im一＝1の証明．
　　　　　κ→o　κ

［証明1＾・・麦ツー・であるから，圭・・とお／と

　（3）の場合と同様に

　　　　　　1m卿十・）一1

　　　　　　互→0　　2

　　となる。

　　　’o虹1＋z）＝ゐとおくと，狂eL1となり，かつ対数関数の連続性より

　　2→Oのとき危→Oだから

　　　　　　　　危　　　　　　　　　　　、eL1
　　　　　　llm　　＝1　　　つまり，llm一＝1　　　　　　此→oe施一！　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　此→o　　ゐ

　　　　　　　　　　　e∬一1
　　　ゆえに　　　1im一＝1
　　　　　　　　　　冗→o　κ

　　（5）指数関数ツ＝e血の導関数を求める．

上の（4）を用いて

　　　　e比・Le瓦、eψ一1）　．・Ll
　　1m　　　　＿lm　　　　＿e河1m　　　＝e亜
　　　トO　乃　　免→O　乃　　トO乃

ゆえに
　　　　　　6二

　　　　　　万＝e比

　　（6）eが

　　　　　　　e＝2．718281　・

　　　となる無理数であることの証明、

［証明コ

　　最初にeがe：2．718281・・…　　とたることを証明する。

　マクロrリンの定理

　　　　　　　　κ　κ2　　　〃・〃十1
　　　　　e比＝1＋1！十2！十　十、1＋（、。1）le倣（0＜θ＜1）

でκ＝1とし，作10とすれば

　　　　　　1　1　1　　　　e”
　　　e二1＋　＋　＋　＋　　　＋一　　　（0＜θく1）
　　　　　　1！　2！　3！　　　　　　11！

　ここで小数第11位以下を切り捨てて，右のようだ計算を行うと

　　　2．7182818006
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が得られる。この場合の誤差は，切り捨てた8個分の誤差

　　　　1　　1
　　8x一く一　　　　1011　1010

と剰余項の誤差

　　　e”　3　1
　　一＜一＜一　　！1！　11！　107

を合わせた

　　　　1　　1
　　　　　＋　　　1010107
よりも小さし・o

　従って，e＝2・718281・・…　　とたる。

　次に，eが無理数であることを証明する。

　今，eが有理数であると仮定して

　　　　m　　　eヨー　　　（m，mは正の整数）
　　　　m
とする。マクローリンの定理より

　　　　　1　1　　　1　　e”　　e＝1＋一十一十　　　　十一十　　　　　　　（0＜θ＜1）
　　　　　1！　2！　　　　　　m！　（m＋！）！

　よって

　　m　　1　1　　　1　　e”　　一＝1＋　＋　＋　　＋　＋　　　m　　　　1！　2！　　　　　　m！　（m＋1）！

　両辺にm！をかければ

　　　　　　　　m！m！　　　n！　e”
　　m（m－1）」ml＋11＋21＋　＋、1＋（、。1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　m！　　　m！　ここで，左辺のm（m－1）！および右辺のm！，可，…　　，万は明らかに正の整数であるから，

　　　　⊥
　　　　m＋1
も正の整数でなければならたい。ところで2＜e＜3であるからe”＜3である。
一従って

　　　　　　e”　　3
　　　　1≦　　＜一　　　　　一m＋1　m＋1一

が得られる∵れより

　　　　　　3　　　　1〈一　　　　　n＋1
　よってm＜2すなわちm＝1どたり

　　　　e＝m（整数）

とたる。

　しかし，このeは2＜e＜3であって，整数ではない。これは不合理である。

　ゆえにeは無理数である。
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　以上が，一般的な微積分の書物にみられる，eの導入から指数関数・対数関数を微分する

に至るまでのおおよその展開である。大変なことであるが，これでも完全な展開というわけで

はたい。何しろ，指数関数そのものについての厳密な構成は，一般的た微積分の書物の中では

行っていないのである。それはともかくとして，高等学校では，ここにみてきたような（1ト（6）

の展開は無理ではたかろうか。

　さて，高等学校での最大の問題は，結局のところ

　　　　　担（1・生ツー・　蝪∵・・

にあると思われる。これについて上記のような取り扱いが無理だとすれば，高等学校での取り

扱い方は，大別して次の（i），（ii）の二つにたるように思われる。

（i）数値計算による展開

この場合は（・十圭ヅに，例舳一・・，1・・，
およびκ＝上10，一100…　等の数値を

順次代入して数値計算を行う。

このような数値計算によって

∬

（・・圭）工 1　（1・三）工

lo 2．59374・ 一10　　　　2．86797・・

1OO 2．70481・ 一／00　　　　2．73199・・

IOOO 2．71692・・ 一IOO0　　　2．71964・・

lOOOO 2．71814・・ 一10000　　　2．71841・

100000 2．71827・・ 一100000　　2．71829・・

担（・・圭ヅ

が収束しそうだということをつかませ

る。その上でrこれは収束して，その極

限値は2．71828・・…　　となる無理数

であることが知られている」とする。

　実は，このようた扱い方は，本研究の

第一章でみたように，20世紀初頭のあの

数学教育改造運動の精神に則って書かれたドイツの中等学校用教科書『新主義数学』での扱い

方であった。

　（ii）ゲラフによる展開

　この場合は

　　　　　　eκ一1
　　　　　玉im一＝1
　　　　　且→o　κ

を以下のように図を用いて直観的に導出するのである。

　指数関数ル）＝α∬のグラフを考える。

　　　　ツ　　ル〕イ　　　点（O，1）における接線の傾きは

y■I－

P

」O 且

　　　　　　　　　αL1　　　　　プ（0）＝1im
　　　　　　　　尻．。→o尻

であり，この傾き∫’（O）は，αの値を1から始めて連続的に次

第に大きくしていくと，Oから連続的にだんだんに大きくたり，

それはいくらでも大きくたる。従って，ちょうど

　　　　　∫’（O）＝1

とたるαの値があるであろう。このαの値をeで表すことにす
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る。このeは

　e＝2．71828ユ・・一となる無理数であるということカミ知られている。

　従って

　　　　　　　e比一1
　　　　　11m　　　＝1
　　　　　工・一・O　κ

である。

　さて，上記のようだ，数値計算による展開であっても，またグラフに

よる展開であっても，次のことに留意しておくことが大切であろうと思

うのである。実は，そのことが問われている“温かい扱い方”につなが

ると思われるのである。

　それは，三角関数の微積分の基礎となる式

　　　　　　　∫5伽
　　　　　1im一＝1
　　　　　比一士O　κ

の導出の仕方との整合性に関することである。

　まず，例えば（i）のように

忠（・・芸ツー・

を数値計算によって取．り扱っていこうとする場合には

1．OO

O．50

0，40

0，30

0，20

0．1〇一

〇．05

0，04

0，03

0，02

0．01

Sinκ

O．84147

0．95885

0．97355

0．98507

0．99335

0．99833

0．99958

0．99973

0．99985

0．99993

0．99998

　∫4倣
1im一＝1
且→o　κ

について，これを右のような数値計算による扱いもしておくことである。一方は証明だけをし，

他方は数値計算だけによって説得されるというのでは，生徒は納得しかねるであろう。

　次に，（ii）のように，図形的に

　　　　　　　〆一1
　　　　　1m　　　＝1　　　　（イ）
　　　　　冗→0　κ

を導く場合には

　　　　　　　∫肋κ
　　　　　1im一＝1…・・…（口）
　　　　　尤→O　κ

についても，これに図形的な説明をつけておくべきであろう。

　すなわち（イ）は

指数関数ツ＝e比のグラフの

κ；0における接線の傾きが1である。

ということであり，一方（口）もまた

三角関数ツ＝∫伽のグラフの

仁0における接線の傾きが1である。

ということに外ならたい。
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　このことを扱って，け）と（口）との間に整合性をもたせた

展開をするならば，生徒はよく納得するであろうし，ま

た安堵することであろう。さらには，（イ）と（口）との間の統

一された美しさのようなものをも感得してくれるであろ

う。

　実は，指数関数と三角関数とは，ある一つの微分方程

式によって統一的に定義することができるようであ

る。t7〕上記のことは偶然ではなく，統一された美しい

数学理論の中でのことと思われる。

　この統一された美しさということについて，教育的な

側面から，もう少し敷延して述べてみよう。

　指数関数，三角関数の導関数を導く過程は

　　○　指数関数ル）＝e∬の場合

用一げ十ドー締㌣1）一ひ牌午

〇三角関数ル）＝s伽の場合
　　　　　　　　　　　　　・・i・呈…（1・ξ）

用一げ伽多）一∫mκ一肺

ツ三e元

傾き1

O κ

傾き1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乃

　　　　　　　　　乃
　　　　　　　　∫初一
　　　　　一神ゐ2川）

　　　　　　　　ヲ

となるから，ここで

　　　　e均一1　　．　　　　　　　　．尻
　　　I1m　　　　　　　　　　　　　　5m一
　　　ト。ゐ　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　　1im
　　　　　　　　　　　　　　　　免一→o乃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　フ

の極限値を求める必要が生じる。

　そこで，指導者の専らの関心は

　　　　e比一1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫タmκ

　　　1im一＝1　　　　　　1im一＝1
　　　工→O　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∬一十〇　　∬

をいかにして示すかに向けられるかも知れない。それも大切である。

　しかし，看過してはならたい重要なことは，指数関数の場合

　　　プ（κ）＝（e比）’＝∫’（0）e比ミe先

も，三角関数の場合も

　　　プ（κH∫伽）’≡プ（0）co∫κ二。08π

とたることであって，それは

　（1）κ＝Oという特別で簡単な点における微分係数，すなわちプ（O）を知ることができれば，

　　関数上の任意の点における微分係数を知ることができる。

O－1 π 兀

炸∫伽
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　（2）その基になる値，すなわち∫’（0）の値は極めて簡潔な数1である。

ということである。

　何という素晴らしい美しい，そして面白いことであろうか。このことを生徒に感得させ鑑賞

させることが欠落してはならたいであろう。そして微分係数というもののこのような素晴らし

さ・美しさ・面白さを生徒に感得させ鑑賞させることに努めることが，この教材の温かい扱い

であろうと筆者は思っているのである。

　本研究の第三章でも述べたように，教育は人格の完成を目指すものであって，数学教育はそ

の一翼を担うものである。高等学校における微積分教育は，人間教育という立場から，生徒に

もっともっと微積分を鑑賞させることを考えていかたければならない。このことを強調して本

節での［答コを終わりたいと思う。
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