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代用電荷法による数値等角写像
Numerical Conformal Mappings by the Charge Simulation Method

天野　要 ∗

Kaname Amano ∗∗

Conformal mappings are familiar in science and engineering. However, exact mapping functions are not
known except for some special domains. Therefore, numerical conformal mappings have been studied for
decades, and those of multiply connected domains attract a renewed interest. This paper is an overview of the
method of numerical conformal mappins by the charge simulation method, which gives approximate mapping
functions of simple form and high accuracy.
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1 緒言
等角写像は関数論の基本的な問題の一つであり，理工学への応用も広い [1, 16, 18]．しかし，その写像関

数を厳密に記述できる場合は限られていて，精度と効率よく近似計算することも決して簡単ではない．そ
れ故，数値等角写像は数値解析と科学技術計算の重要課題として長く研究されてきた [13, 14, 15, 19, 27]．
数値等角写像の方法は与えられた問題領域から標準領域への写像を求める方法と，逆に標準領域から
問題領域への写像を求める方法とに大別され，いずれの場合も境界対応関数を未知量として積分方程式
に帰着されることが多い．一般に，前者は線形で，Symmの積分方程式法 [24, 25, 26]が著名である．後
者は非線形で，数値計算には様々な反復法が用いられる．
近年，多重連結領域の問題があらためて注目されている．多重連結領域では等角写像の存在は領域の
多重度 nと 3n− 6 (n ≥ 3)個のモジュラスと呼ばれる保存量が一致する領域間に限られる．そこで，領域
の幾何学的な形状に着目し，多重度とモジュラスに依存しない正準領域を設定するという方法がとられ
る．正準領域はスリットを伴うことが多く，Nehari [21]等の (a)平行スリット領域，(b)円弧スリット領
域，(c)放射スリット領域，(d)円弧スリット円板領域，(e)円弧スリット円環領域が広く知られている．
遡って，Koebe [17]はこれらを含む 39種の正準スリット領域を挙げている．
1980年代の半ば，著者は数値等角写像にポテンシャル問題の半解析的数値解法として知られていた代

用電荷法を適用した [2]．その方法は，原理と計算が簡単で，多重連結領域の問題にも容易に適用でき
て，一定の条件下では簡潔で精度の高い近似写像関数を具体的に与える．この性質は関数論の成果がそ
のまま利用できるという意味で等角写像の応用上も重要である．
ここでは代用電荷法による数値等角写像について概説する．論文の構成は次のとおりである．第 2章
では，代用電荷法の原理と数値等角写像との関連を記す [12]．第 3章では，最も基本的な単連結領域の
内部問題であるリーマン写像を扱う [2, 3]．第 4章では，典型的な多重連結領域の外部問題として平行，
円弧，放射スリット領域への等角写像を扱う [9]．第 5章では，これまでの経緯と謝辞を記して結びと
する．
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図 1: 代用電荷法と単位円板領域への等角写像（zi と ζ j は拘束点と電荷点）

2 代用電荷法の原理
図 1のように，z = x + iy平面上に与えられた単純閉曲線 C で囲まれた領域を Dとして，2次元ラプ

ラス方程式のディリクレ問題

Δg(z) =
∂2g
∂x2
+
∂2g
∂y2
= 0, z ∈ D, (1)

g(z) = b(z), z ∈ C (2)

を考える．この b(z)は境界値である．複素平面を実平面と同一視して g(x, y)を g(z)，b(x, y)を b(z)と記
している．
代用電荷法 [20, 22]では，Dの外部に電荷点 ζ1, ζ2, . . . , ζN をとり，近似解を基本解である対数ポテン

シャルの１次結合で

g(z) � G(z) =
N∑
j=1
Qj log |z − ζ j| (3)

と表現する．未定係数である電荷 Q1,Q2, . . . ,QN はC上に配置した拘束点 z1, z2, . . . , zN で境界条件 (2)を
満たすように N 元連立１次方程式（拘束条件）

N∑
j=1
Qj log |zi − ζ j| = b(zi), i = 1, 2, . . . ,N (4)

を解いて定める．近似解 (3)は厳密にラプラス方程式を満たす．したがって，調和関数の最大値原理か
ら，誤差は境界上で最大値をとり

�(z) = |G(z) − g(z)| ≤ max
z∈C
|G(z) − b(z)| (5)

となる．この方法は原理と計算が簡単で，高い精度を与える．一定の条件下では，N に依存しない正定
数 αと τ < 1が存在して，最大誤差は

� < ατN (6)

となることが知られている [22]．この性質は誤差の指数的減少と呼ばれ，N を倍増すれば計算精度の桁
数が倍増するという誤差の急速な減少をもたらすことを意味する．
なお，代用電荷法の計算精度は拘束点と電荷点の配置に依存する．次の方法は簡単で，様々な形状の
領域に対して良い配置を与える [12]．まず境界上に拘束点 z1, z2, . . . , zN を反時計回りに配置し，次いで
電荷点を

ζ j = z j ∓ iq(z j+1 − z j−1), j = 1, 2, . . . ,N (z0 = zN , zN+1 = z1) (7)
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と配置する．この q > 0は配置のパラメータで，複号は内部問題で −，外部問題で +にとる．
数値等角写像では，写像関数 f (z)を求める問題を標準領域の幾何学的形状に着目した境界条件を満た
す調和関数 g(z)とその共役調和関数 h(z)を求める問題に帰着させる．前者を (3)で近似すれば，後者は
定数分の任意性を除いて

h(z) � H(z) =
N∑
j=1
Qj arg(z − ζ j) + c (8)

と自然に定まる．この方法は様々な等角写像の問題に適用することができる．

3 単連結領域の数値等角写像
図 1の等角写像を考える．次の定理はリーマンの写像定理として知られている [1, 15, 21, 28]．

定理 1 単連結領域 Dから単位円板領域 |w| < 1への等角写像 w = f (z)は，D内の任意の 1点を z0 とし
て，正規化条件

f (z0) = 0, f �(z0) > 0 (9)

の下に一意に定まる．

この写像関数を
f (z) = (z − z0) exp[g(z) + ih(z)] (10)

と表現する．条件 f (z0) = 0は自然に満たされる．調和関数対 g(z)と h(z)は次の条件を満たさなければ
ならない．
(1)境界条件　閉曲線 Cが単位円 | f (z)| = 1に移ることから，g(z)の境界条件は

g(z) = − log |z − z0|, z ∈ C (11)

となる．
(2)正規化条件　 f �(z0) = exp [g(z0) + ih(z0)] > 0は

h(z0) = 0 (12)

を意味する．
等角写像の存在と一意性から，問題はこのような 1対の調和関数 g(z)と h(z)を求めることに帰着する．
代用電荷法を適用して，境界条件 (11)を用いて連立 1次方程式 (4)を解けば (3)の形でG(z)が求まる．

その共役調和関数 H(z)は定数分の任意性を除いて (8)の形で自然に定まる．後者の定数 cも正規化条件
(12)に対応して

H(z0) =
N∑
j=1
Qj arg(z0 − ζ j) + c = 0

で定まり，したがって

H(z) =
N∑
j=1
Qj arg(z − ζ j) −

N∑
j=1
Qj arg(z0 − ζ j) =

N∑
j=1
Qj arg

z − ζ j
z0 − ζ j (13)

となる．次のスキームが得られる [2]．
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図 2: リーマン写像と逆写像の計算例

スキーム 1 近似写像関数を

F(z) = (z − z0) exp[G(z) + iH(z)], (14)

G(z) + iH(z) =
N∑
j=1
Qj
(
log |z − ζ j| + i arg z − ζ jz0 − ζ j

)
(15)

と表現すれば，未定係数 Q1,Q2, . . . ,QN は N 元連立１次方程式

N∑
j=1
Qj log |zi − ζ j| = − log |zi − z0|, zi ∈ C, i = 1, 2, . . . ,N (16)

を解いて定まる．

なお，複素対数関数の数値計算には注意が必要である．このスキームは閉曲線Cが星形であれば主値
を用いて連続な近似写像関数を与えている（連続スキームと呼ぶ）．

例 1 正方形領域 |x| < 1, |y| < 1を D，z0 = −0.25 − 0.5iとする．

図 2上は問題領域 Dから単位円板領域への数値等角写像 w = F(z)の結果を矩形格子で表現している．
角点は f �(z) = 0となる特異点（臨界点）で，ここでは写像は等角にならない．拘束点と電荷点は角点近
くで密になるように，さらに電荷点は境界近くになるように配置している．
こうして得られた拘束点 zi と像 wi = F(zi)の対応関係を利用し，w平面上で再び代用電荷法を適用し
て図 2下のような近似逆写像関数 z = F−1(w)を構成することができる [3]．この電荷点配置には式 (7)を
用いている．左下の図は，例えば平行な導線と矩形導波管の間の等電位面と電気力線を表現している．
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(a) (b) (c)

図 3: 非有界な多重連結領域から (a)平行，(b)円弧，(c)放射スリット領域への等角写像

4 多重連結領域の数値等角写像
図 3のように，z平面上の単純閉曲線 C1,C2, . . . ,Cnの外側の無限遠点を含む非有界な n重連結領域 D

から，w平面上の (a)平行スリット領域，(b)円弧スリット領域，(c)放射スリット領域（無限遠点を含み，
それぞれの形状のスリットを伴う複素平面の全体）への等角写像w = f (z)を考える．閉曲線C1,C2, . . . ,Cn
はそれぞれスリット S 1, S 2, . . . , S n に移るとする．

4.1 平行スリット領域

定理 2 スリットが実軸となす角 θを任意に指定して，領域Dから平行スリット領域への等角写像w = fθ(z)
は fθ(∞) = ∞，z = ∞を中心とするローラン級数が

fθ(z) = z +
a1
z
+
a2
z2
+ · · · (17)

の形になるという正規化条件の下に一意に定まる [21, 28]．

この写像関数を
fθ(z) = z + ieiθa(z), a(z) = g(z) + ih(z) (18)

と表現する．解析関数 a(z)すなわち調和関数対 g(z)と h(z)は次の条件を満たさなければならない．
(1)正規化条件　ローラン級数 (17)から

lim
z→∞( fθ(z) − z) = 0,　 i.e.,　 a(∞) = 0 (19)

でなければならない．
(2)境界条件　閉曲線 C1,C2, . . . ,Cn が角 θの平行スリット S 1, S 2, . . . , S n に移ることから

Im(e−iθ fθ(z)) = pm,　 i.e.,　 g(z) − pm = − Im(e−iθz),
z ∈ Cm, m = 1, 2, . . . , n (20)

でなければならない．この pmは原点 w = 0からスリット Smを含む直線に下した垂線の符号付き長さを
意味する未知の定数である．
こうして問題は (19)と (20)を満たす関数 a(z) = g(z)+ ih(z)を定数 pmとともに求めることに帰着する．
代用電荷法を用いて，a(z)を複素対数関数の 1次結合で

a(z) � A(z) = G(z) + iH(z) = Q0 +
n∑
l=1

Nl∑
j=1
Ql j log(z − ζl j) (21)
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と近似する．この Q0 は未知の複素定数で Ql j は電荷である．電荷点 ζl j は Dの外部すなわち Cl の内側
に配置する．この近似関数に次の 3条件を課す．
(1) 1価性条件　近似関数 (21)は一般的には無限多価である．これが 1価であるための必要十分条件

は C1,C2, . . . ,Cn に対して
∫
Cl
dA(z) = i

∫
Cl
d

n∑
m=1

Nm∑
j=1
Qmj arg(z − ζmj) = 2πi

Nl∑
j=1
Ql j = 0

すなわち
Nl∑
j=1
Ql j = 0, l = 1, 2, . . . , n (22)

である．
(2)正規化条件　条件 (22)の下，(19)と同様に条件

A(∞) = Q0 + limz→∞
n∑
l=1

Nl∑
j=1
Ql j log(z − ζl j) = 0

を課して Q0 = 0，したがって

A(z) =
n∑
l=1

Nl∑
j=1
Ql j log(z − ζl j) (23)

となる．
(3)拘束条件　 Cm 上に電荷と同数の拘束点 zmk を配置し，ここで A(z)に境界条件 (20)を課して

n∑
l=1

Nl∑
j=1
Ql j log |zmk − ζl j| − Pm = − Im(e−iθzmk),

zmk ∈ Cm, k = 1, 2, . . . ,Nm, m = 1, 2, . . . , n (24)

を得る．Pm は pm の近似である．
式 (22)と (24)は Ql jと Pmに関する N1 + · · ·+ Nn + n元連立 1次方程式を構成する．これを解いて Ql j

と Pmが求まれば，(23)から A(z)が定まり，その A(z)を (18)に代入して近似写像関数 Fθ(z) � fθ(z)が得
られる．

4.2 円弧スリット領域

定理 3 領域 D内の任意の 1点を z0として，Dから円弧スリット領域への等角写像w = fc(z)は fc(z0) = 0，
fc(∞) = ∞かつ z = ∞を中心とするローラン級数が

fc(z) = z + b0 +
b1
z
+
b2
z2
+ · · · (25)

の形になるという正規化条件の下に一意に定まる [21, 28]．

この写像関数を
fc(z) = (z − z0) exp a(z), a(z) = g(z) + ih(z) (26)

と表現する．解析関数 a(z)すなわち調和関数対 g(z)と h(z)は次の条件を満たさなければならない．
(1)正規化条件　ローラン級数 (25)から

lim
z→∞

fc(z)
z
= 1,　 i.e.,　 a(∞) = 0 (27)
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でなければならない．
(2)境界条件　閉曲線 C1,C2, . . . ,Cn が半径 r1, r2, . . . , rn の円弧スリット S 1, S 2, . . . , S n に移ることから

| fc(z)| = rm, i.e., g(z) − log rm = − log |z − z0|,
z ∈ Cm, m = 1, 2, . . . , n (28)

でなければならない．
問題は (27)と (28)を満たす a(z) = g(z) + ih(z)を定数 rm とともに求めることに帰着する．
前節と同様に，代用電荷法を用いて a(z)を (21)で近似し，1価性条件 (22)と正規化条件 (23)を得る．
拘束条件は境界条件 (28)から

n∑
l=1

Nl∑
j=1
Ql j log |zmk − ζl j| − logRm = − log |zmk − z0|,

zmk ∈ Cm, k = 1, 2, . . . ,Nm, m = 1, 2, . . . , n (29)

となる．Rm は rm の近似である．
式 (22)と (29)は Ql jと logRmに関する連立 1次方程式を構成する．これを解いて Ql jと Rmが求まれ

ば，(23)から A(z)が定まり，その A(z)を式 (26)に代入して近似写像関数 Fc(z) � fc(z)が得られる．

4.3 放射スリット領域

定理 4 (放射) 領域 D内の任意の 1点を z0 として，Dから放射スリット領域への等角写像 w = fr(z)は
fr(z0) = 0， fr(∞) = ∞かつ z = ∞を中心とするローラン級数が

fr(z) = z + c0 +
c1
z
+
c2
z2
+ · · · (30)

の形になるという条件の下に一意に定まる [21, 28]．

この写像関数を
fc(z) = (z − z0) exp(ia(z)), a(z) = g(z) + ih(z) (31)

と表現する．解析関数 a(z)すなわち調和関数対 g(z)と h(z)は次の条件を満たさなければならない．
(1)正規化条件　ローラン級数 (30)から

lim
z→∞

fr(z)
z
= 1,　 i.e.,　 a(∞) = 0 (32)

でなければならない．
(2)境界条件　閉曲線 C1,C2, . . . ,Cnが偏角 θ1, θ2, . . . , θnの放射スリット S 1, S 2, . . . , S nに移ることから

arg fr(z) = θm,　 i.e.,　 g(z) − θm = − arg(z − z0),
z ∈ Cm, m = 1, 2, . . . , n (33)

でなければならない．
問題は (32)と (33)を満たす a(z) = g(z) + ih(z)を定数 θm とともに求めることに帰着する．
前節と同様に，代用電荷法を用いて a(z)を (21)で近似し，1価性条件 (22)と正規化条件 (23)を得る．
拘束条件は境界条件 (33)から

n∑
l=1

Nl∑
j=1
Ql j log |zmk − ζl j| − Θm = − arg(zmk − z0),

zmk ∈ Cm, k = 1, 2, . . . ,Nm, m = 1, 2, . . . , n (34)
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となる．Θm は θm の近似である．
式 (22)と (34)は Ql jと Θmに関する連立 1次方程式を構成する．これを解いて Ql jと Θmが求まれば，

(23)から A(z)が定まり，その A(z)を (31)に代入して近似写像関数 Fr(z) � fr(z)が得られる．

4.4 統合連続スキームの構成と数値例

複素対数関数の数値計算に主値を用いると式 (23)の虚部の arg(z − ζl j)は半直線 {ζl j − it | 0 ≤ t < ∞}上
に 2πの不連続を伴い，Dで連続な写像関数を構成することはできない．そこで，１価性条件 (22)を用
いて，(23)を

A(z) =
n�
l=1

Nl�
j=1
Ql j log(z − ζl j) −

n�
l=1

Nl�
j=1
Ql j log(z − ζl0)

=

n�
l=1

Nl�
j=1
Ql j log

z − ζl j
z − ζl0

と変形する．この式は (23)と等価で，C1,C2, . . . ,Cnがそれぞれの内側の１点 ζ10, ζ20, . . . , ζn0に対して星
形であれば Dで連続である．
以上を整理して，(a)平行スリット領域，(b)円弧スリット領域，(c)放射スリット領域への統合的な数

値等角写像の連続スキームを得ることができる．

スキーム 2 近似写像関数を

Fθ, c, r (z) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

平行：z + ieiθA(z)

円弧：z exp A(z)

放射：z exp (iA(z))

, A(z) =
n�
l=1

Nl�
j=1
Ql j log

z − ζl j
z − ζl0 (35)

と表現すれば，未定係数 Ql j は定数 Sm とともに連立 1次方程式

Nl�
j=1
Ql j = 0, (36)

l = 1, 2, . . . , n, (37)
n�
l=1

Nl�
j=1
Ql j log |zmk − ζl j| − Sm = −tmk,

zmk ∈ Cm, k = 1, 2, . . . ,Nm, m = 1, 2, . . . , n (38)

を解いて定まる．ここに，

Sm =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

平行：Pm
円弧：logRm,

放射：Θm

tmk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Im(e−iθzmk)

log |zmk − z0|
arg(zmk − z0)

(39)

である．

解くべき連立 1次方程式の係数行列はいずれの問題でも同一である．
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表 1: 誤差評価（N = 64, q = 0.8, θ = π/3, κ = 4.7 × 104)

�Fθl �Pl Pl
(a) Fθ(z) C1 5.2E-08 1.2E-08 −1.30820139

C2 2.6E-08 1.3E-08 1.17981520
C3 7.5E-08 4.5E-09 −0.135327009

�Fcl �Rl Rl
(b) Fc(z) C1 2.1E-07 1.8E-08 2.69585239

C2 3.9E-08 2.3E-08 2.91217882
C3 8.6E-05 6.2E-09 2.265373689

�Frl �Θl Θl

(c) Fr(z) C1 6.7E-08 1.3E-08 −0.23582973
C2 2.1E-08 8.5E-08 2.246730504
C3 2.5E-05 4.9E-09 −2.005025898

例 2 3つの円

Cl : |z − ζl0| = ρl, ρ1 = 1, ρ2 = 0.5, ρ3 = 1.5,
ζl0 = 2 exp

2(l − 1)πi
3

, l = 1, 2, 3

の外側を D，z0=0とする．

拘束点と電荷点は

zl j = ζl0 + ρl exp
2( j − 1)πi

N
, ζl j = ζl0 + qρl exp

2( j − 1)πi
N

,

j = 1, 2, . . . ,N, l = 1, 2, 3 (40)

と配置する．0 < q < 1は電荷配置のパラメータである．誤差の指標としては

�Fθl = maxz∈Cl
| Im(e−iθFθ(z)) − Pl|, �Pl = |Pl − P(2N)l |, (41)

�Fcl = maxz∈Cl
||Fc(z)| − Rl|, �Rl = |Rl − R(2N)l |, (42)

�Frl = maxz∈Cl
| arg Fr(z) − Θl|, �Θl = |Θl − Θ(2N)l | (43)

を用いる．これらの第 1式は近似写像関数のスリットからのずれを意味し，その評価にはCl上に一様に
配置された 8N 個の点を用いる．P(2N)l ，R(2N)l ，Θ(2N)l は 2N 個の電荷を用いた値である．
図 4は問題領域 Dから (a)平行 (θ = π/3)，(b)円弧，(c)放射スリット領域への数値等角写像の結果で

ある．表 1は誤差評価の一例で，κは連立 1次方程式の係数行列の L1条件数である．Pl，Rl，Θlの値は
(41)，(42)，(43)の右辺に非零の数字が現れた桁までを記している．�Fcl と �Frl がC3上で比較的大きいの
は a(z)の境界条件 (28)と (33)が z = z0 に持つ対数関数の特異性の影響である．
図 5は円 C1，C2，C3 を輪郭線とする円柱状の障害物を過ぎる (a)一様流 (θ = π/3)，(b)渦流，(c)湧

き出し流の流線をそれぞれの近似複素速度ポテンシャルの虚部 (a) Im(e−iθFθ(z))，(b) Im(− log Fc(z))，(c)
Im(log Fr(z))の等高線として描いたものである．渦と湧き出しは原点 z0 = 0に存在する．
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D (a)

(b) (c)

図 4: 非有界な 3重連結領域 Dから (a)平行，(b)円弧，(c)放射スリット領域への数値等角写像

(a)

(b) (c)

図 5: 円柱状の障害物を過ぎる (a)一様流，(b)渦流，(c)湧き出し流



11

5 結言
領域の幾何学的な形状に着目して，等角写像の問題を調和関数の境界値問題とその共役調和関数の問
題に帰着させ，前者に代用電荷法を適用すれば後者は自然に定まる．この方法はリーマン写像の問題 [2]
に始まり，逆写像（すなわち標準領域から問題領域への等角写像）[3]，外部領域や 2重連結領域の問題
[4]，さらに Nehari [21]等の 5種の正準スリット領域への問題 [5, 6, 7, 9, 23]に適用されて簡潔で精度の
高い近似写像関数を与えた．最近では，Koebe [17]の円弧放射スリット領域，直交直線スリット領域，螺
旋スリット領域等への近似写像関数をより一般的な形で構成することも可能になりつつある [8, 10, 11]．
そこでは，代用電荷法は対数ポテンシャルの 1次結合による調和関数の近似解法から，複素対数関数の
1次結合による解析関数の直接的な近似解法に拡張された役割を果たしている．
なお，複素対数関数の数値計算には注意と工夫が必要である．例えば，スキーム 1とスキーム 2では

境界閉曲線が星形であることを仮定した．また，放射スリット領域の問題では境界閉曲線と正規化点と
の位置関係によっては境界条件に不連続が現れる．これらの問題については説明を割愛した．
基本解の重ね合わせ法や数値等角写像の研究の歴史は長く，近年も活発に研究されている．代用電荷
法による数値等角写像についても理論と応用の両面で今後の研究に期待すべき課題は多い．
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