
愛媛経済論集第ユ2巻　第ユ号（1992）

不等式制約下の最適値問題への
　　　　ニュートシ法の連用1！

三上條ヰ

工．問題の所在一

　上く知．られているように，経済問題の多くは一般均衡方程式で表現されるが，

一般均衡方程式はその一部分として各経済主体の最適化を表現する式を含んで

いる。。この占うに，一般均衡方程式と最適値問題とのあいだには元来緊密な関

係があるが，特に注目すべきことぽ，家計が1個の場合の最も単純な一般均衡

方程式は，制約条件つきの最適イ直問題そのものになるということである。つ．ま

り，一般均衡方程式は，最適値問題のひとつの拡張と考．えるととができる。

　こう考えたとき，両者のあいだに共通な解法を確立しておくことが，経済問

題の数値解析にとって有利であることがわかる。

　ひるがえって現状を見ると，必ずしもそのようにはなっていない。制約条件

つき最適値問題に対しては，線形計画の場合のシンプレックス法に代表される

。ように，目的関数の仲が改善される方向を直接に探索する方法が支配的であり，

一般均衡方程式に対しては，写像の不動点を探索する方法が支配的である・引。

一1〕本稿の作域にあたっては，草案の段階で，大阪犬学社会経済研究所教授久我清氏より，書面に

　よる有益なご教示を賜っ一た。また，ユg92年6月の理論・計量経済李会西部部会にお．いて，本柄のテー

　マでの筆者の報告に対して大阪大学経済学部助教授神谷和也氏より一有益なコメントを賜うた。記・

　して謝意を表する。’もとより，本稿に含まれているかもしれない誤りについては，筆≡者一人がそ

　の責に任ずる。

2）経済問題にしばしば現れる凸計画に関しては，その解がラグランジュ関数の鞍点になることを

　利用したgr丑di㎝t　methodが解法として一般的である（字沢［ユ］，pp．207－2主9．〕。一般均衡方程式

　に関してはSc且rf［5］等によって解を求めるアルゴリズムが開発されている。
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不等式制約下の最適値問題への（三土）

　ところで，一制約条件つき一最適値問題は，その古典的形態においては，一ラグラ

ンジュ関数のグラディエントベクトルが零ベクトルに等しいという条件を極値

一の1階の条件としてもっため，元来，連立方程式の解法になじむものであるヨ〕。

連立方程式の解法としては，解の埠傍における収束性において優れ．ている

ニュートン法が古くから知られている。ただ，ニュートン法には，大域的収束

性に欠ける（任意の初期値からの収束が期待できない）という欠陥があり，こ

れが経済解析において必ずしもこの方法が歓迎されて・こなかった理由のひとつ

となっている。

　しかし，ニュートン法のこの欠陥は，次に一述べ一るホモトピー法の併用によっ

て多くの場合克服できることが最近では知られている』〕。

　解くべき連立方程式をまとめてベクトルで

　　F（工）＝o　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

と表現することにしよう。

　Fのヤコビ行列を∫（エ）と表わすことにする。

　方程式の左辺に任意の値兀＝エ。を代入すると，一般にF（兀）≠oであ？て，一

■は方程式（1）の解にはならないが，ここでもうひとつの方程式
。

　　F（士）一F（π。）　　　　　　　　　　　　　　12）

を立てると，エ＝エ。はこの方程式の自明な解になっている。さていま，新た

にパラメーターオを含む方程式

　　H（元，サ）…F（π）一1F（■）＝o・　　　　　　　　　　　　（3）
　　　　　　　　　　　　○

を立てると，この方程式のf＝1のときの解は既知の自明解であり，卜0の

と一 ｫの解が方程式（1）の解ということにな乱したがって，耳（x，‡）＝θを満足

3．）田辺［4］によれば，目的関数が非線形である場合の制約条件つき最適値問題の解法としては，

　ユ960－70年代には，障壁関数法（barrier　functig皿一method）や罰金関数法（p㎝a1ty　f㎜cti㎝metbod）

　など，一制約条件式に何らかの加工をほどこした大を目的関数に加えて，問題を掃j的なしの最適値

　’問題に帰着させて解く解法が愛好された。しかしこれらの方法は，解の探索が最終段階に近づく

　ほど目的関数の準位集合がつぶれた形になるという好ましくない性質をもっているため，近年で

　は極値の必要条件年表わす方程式や不等式に直接に着目する方法のほうが主流となりつつある。

り　ホモトピー法についての簡単な解説は田辺［4］，p．649に示されている。より詳細な解説は

　Kohoe［3］，pp．2061－206‘を参照。
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愛媛経済論集第ユ2巻　第1号（ユ992）

する（エ，‡）の集合を‡＝1から茸＝Oまで追跡すれば方程式（1）の解に到達でき

ることになる。

　い・ま，（3）式を書き直して

　　F（π）±fF（■）　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　○
とし，全微分ナると

　　ル）批＝一〃（工。）　　　　　　　　　　　　　（5）

となるので，求め．る集合は■（一1トェを境界値とする微分方程式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　o

　　〃一
　　7一σ（κ）1一エル。）　　　　　　　　　1・）

の・解ということになる。実際の計算にあたっては離散的に計算するので，

　　兀（け△1）一工（f）十附f））」1一’ル。）出　　　　　　　（7〕

という差分方程式年逐次計算して5〕，トOとなったときに計算を打ち切り，

そのときの■の値を解と見なすことになる。その値は方程式（ユ）の真の解からは

少しだけずれることになるが，。最後に，それを予測値一と・するニュートン法を実

行すれば，方程式（1）の解を高い精度で求めることができる。

　なお，（6）式や／7）式に登場する逆行列σ（エ）］一’は，一通常のニュートン法のサナ

ルーチンの線形計算の部分に登場する逆行列と全く同じである。

　この．ようにして，ニュートン法を大域的収束性をもつ方法へと拡張できるか

ぎりは，．制約条件つき最適値問題を解くにあたって，その1階わ条件に着目し

てニュートン．法で解くことは，賢明な選択であると言える。なぜなら，最適値

問題の拡張としての一般均衡方程式は，それ自身が最初から連立方程式体系で

あるため，・ニュートン法に最初からなじみやすいからである。

5）　この差分方程式を実察に数値積分する際には，det∫［汕）］がOに近い場所では，エ（‡）の変化量

　が出に比して極端に大きくなるとい一う不都合が起こる。さらに不幸な場合としては，この行列
　一式め符号が計算途上で逆転し，経路が一時的にfの値の増大する方向に向かう一という場合も考え

　られ乱これらの不都合があっても計算が続行できるよ・う一にアルゴリズムを修正したもめが
　Smle［6コによるglobal　Newt㎝methodであ一り，筆者も，’後にVにおいて示す計算例の作成にあ

　たっては，glob31Newtonmethodを用いているpそのアルゴリズムの要点は，1ステップごとの
　経路の進行距離が（エ，f）空間内で一定になるように，・ムー‡の大きさを毎回調節すること．および，

　行列式の反転が生じたときには△fの符号を逆転させることである。詳しくはGinsbu・gh＆Wael－

　bro㏄k［2］，pp，g7－103およびKehoe［3］、pp．2061－2065を参照。
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不等式制約下の最適値問題への（三土）

　ところが，このように考えてきたときに，大きな障害として前途に立ちはだ

かってくるのが，不等式制約条件という問題である。古典的なラグランジーユ乗

数法では制約条件式はすべて等式であることが前提とされており，その帰結と

して，極値の1階の条件もまた，すべて等式で表現されるのだが，現代の経済

学で用いられる最適値問題は，多くの場合，いわゆる「非線形計画」すなわち

不等式制約下の最適値問題である戸この種の問題の極値の1階の条件1ヰ。クー・

ン・タッカー一の条件で’ ?閨C．一不等号を含む式となる。そこで，この種の式に対

してどうやったらニュートン法を適用できるか・ξいうこξが，いまや，われわ

れの課題とな．るのである。

皿．非線形計画問題の等式体系への還元

　以下，m個の変数と〃本の制約条件式をもつ非線形計画問題を題材として，

考察を進めることにする。

　変数の組をべ〃トルェ〒（κ，耳，・…・・，κ）で表わす。
　　　　　　　　　　　　1　　2　　　　　　　　岨

　関数身（エ）（｛＝1，2，……，m）を凸関数，∫（エ）を凹関数として，問題を次

のように定式化しよう。

　Maximize　∫（兀）

雌t 諱iご：プH’2’．．一’’．’一刈　　（8）

　なお，制約条件式と一し＝ては右辺が0である形を用い一るのが数学的にはふつう

だが，経済問題としては，右辺に定数をおいて資源の量と解釈すると話がわか

りやすいので，このような形を採用することにした。

　ここで，第｛番目の制約・条件式に対応するラグランジュ乗数をλとおき，

この問題に対するラグランジュ関数を次のように構成する。

ムー∫（・）．・、さ］一λ、［年一小）1・　　　　　　　（9）

すると，クーン・タッカーの定理により，ベクトルπが問題（8）の最適解であ
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愛媛経済論集第12巻　第1号一（ユ9d2）

るための必要十分条件は，あるラグランジュ乗数の組λ工，λ、，・…’・，λ蜆があっ

て，ベクトルェとのあいだで以下の諸式が満たされていることである。

∂L
T㍉（・）■、…ユλiψ）≦い≧O

∂五

一・ k＝0∂∬　　j

　j
∂ム

　　　≡后」一£（π）≧O，λ，≧O
∂λ　　’　i

∂工．

　　　・λ＝O
gλ．、　“

σ〒ユ，2，一・・，m）一ω

ト1，2，一・，．仰）一（1⇒

（ト1，2，一・・，〃）．㈲

（づ＝1，’2．，一・，・）．㈹

　ただし，4（■）ほ∫（x）を㍉で偏微分して得ら軋る偏導関数，g、（■）はξ（エ）を・北、

で偏微分して得られる偏導関数を奉わしている。

　ここで問題の見通しをよくするために，線形計画の場合との対応関係を考え

てみよう。線形計画の場合ならば目的関数および関数量、（■）は，そ九それ次

のような形をしているであろう。

　ル）＝クエκ、十ク，”、十・・一十ク冊比、．　　　　　　　　　　　　向

　8、（κ）＝αi、κ、十α、，尤，十……十α、冊π胴

　8、（∬）＝α，、∬、一十α、，κ、十・・…・十α，抽κ耐

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈲

　乳（κ）＝α”、κ、十α”，κ，十……十α、、へ・

この場合，㈹式に相当するものは次のようになる。

　ψユーα、ユλ、一期、、λ，一…・’一α刊、λ≦0

　ク、一・α、ノ1フ，，λ呈一・・一へ，λ刊≦O

ク刷■早、蜆、λ、凹α、冊λ∴…’．■αλ刊≦0

つ≧0　　トL2・一・m）・

蝸
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不等式制約下の最適値問題への（三士）

また，⑫式に相当するものは次のようになる。

后　一ακ一α一κ　一・
1　　　　■　1　　　　11　2

后一ακ一ακ一・・
1　　　　皇1　1　　　　”　2

・・… @一棚∬；≧0
　　　ヨ冊　冊

・…・一 ｿ∬≧0　　　2山　”1

帥

　　后一απ一απ・一・・・…　一α北≧O
　　’　　　亜1　］　　　11！2　　　　　　　　刊㎜肺

　　λ≧0　　（1：ユ，．2，一・，・）．

　㈲式は線形計画法の主問題の制約条件式にほかならず，㈹式は双対問題の制

約条件式にほかならない。

　ここでもし，変数κ、を生産物の量，定数4をそれらの生産物の価格，定数冶、

を資源の賦存量と解釈するならば双対変数λ、が資源ユ単位に帰属するレン

トと解釈できることは，・周知のとおり一である。そして，（1カの諸式のうちいずれ

かが厳密な不等号で成り立っていれば，その資源には不使用分，すなわち「ス

ラック」が生じているわけだが，その場合には必ずその資源のレントは0にな

るというのが，（1旬式の意味である。ま一た，（1θ式の諸式のうち．いずれかが厳密な

不等号で成り立っていれば，その生産工程には「赤字」が生じているわけだが，

その場合には必ずその工程の稼動量は0になるというのが，（u）式の意味である。

これがいわゆる相補スラック性である。

　そこで，各プロセスの「赤字」をδ（｛＝1，2，……，m）で，一冬資源の「ス

ラック」をσ，G＝1，2，……，〃）で表わすと，㈹式は

　ク、一α、、λユ■α、、λ．王’．…’．一へ、λ十δ＝O

　力、1ユ、λ11、、λ　　I一α”，λ刊十一章、ユO

（1高

力、目一α、、λ、一α、、λ、一’’…1刊朋・λ十δ＝O

κ≧00＝工，2，・
∫

δ≧0σ＝1，2，

　，刎）

…　，m）．，
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愛媛経済論集第12巻 第1号（1992）

となり，また㈲式は

　　后一ακ一・一ακ一・
　　1　　　　l1　1　　　　　螂　2

　后　一α　κ　一α　π　一・・
　　2　　　　21　1　　　　22　2

…　一一απ一σ’＝0－
　　　1冊　㎜　　　　　1

…　一ακ一σ　＝O
　　　肋　冊

（19

　　后一ακ一α∬」・．・・…　一ακ一σ　＝O
　　蜆　　　　　＾l　1　　　　　蜆2　2　　　　　　　　　　　　　11㎜　冊　　　　　　H

　　λ≧0（4＝ユ，2，・一，・）

　　σ≧O（1貨1，2，一・，4），

となる。そして，（1⇒式は

　　δ北＝0　　　　　　　　　　　G＝1，

（神式は

　　σλ＝O　　　　　　　　　　　（｛＝1

と書き改められることになる。

2，・…，m），

2，・…，〃），

㈱

¢1）

　このようにして線形計画法は，変数が非負であるという条件以外はすべて等

式で表わされる形に，書き直すことができ・糺

　この方法を，より一般的な（8）式の形の非線形計画問題に適用すれば，最適解

め満たすべき条件は，赤字変数とスラック変数とを用いて，．次の形に表現され

ることになる。

　　ψ一、書1λ、・廿（・）十δ，＝0・・ろ≧0・δ，≧O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　G＝1，2，……，伽）．㈲

　　冶一9（兀）一σ＝0，　λ≧0，　σ≧0　（｛＝！，2，……，・）．㈱

　　亭、ゲO　　　　　　　　ト1，2，・・…・，m）・¢刈

　　σ、λ、＝0　　　　　　　　　（1：1，2，…∵・，例）、㈲

㈲㌣㈱の体系は，変数が非負であるという条件以外は等式で表わされているか

ら，この変形を通じて，連立代数方程式の解法をこめ問題に適用できる可能性

が開けてきたことになる。
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不等式制約下の最適値問題への（三土）

皿．．ニュートン法適用への障害

　しかし，前節で導かれた方程式体系にニュートン法を適用して解を求めよう

とすると，ただちに障害に行き当たる。たとえ，非負条件をひとまず無視して，

等式の部分だけに着目して解こうとしても；・やはり解けないのである。．

　その原因は，㈱式や㈲式の表わしている集合が，交わる2直線の和集合であ

るという点にある。およそ連立方程式の解法というものは，解集合が体系を構

成する各氏の表わす図形の積集合であることを前提として作られているのであ

るから，1本の式そgものがすでに和集合を表わしているものが含まれていた

のセは，通常の解法が適用でき’ないのは当然である。

　例えば，幽式においてゴ＝1とした場合の式

　　δπ＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈱
　　　ユ　1

に着目して，この式が上記の連立方程式体系の中ではたしている役割を考察し

てみよう。この式を満たす変数値ベクトルの集合は，九＝Oを満たす変数値ベ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　エ
クトルの集合14と，δ＝Oを満たす変数値ベクトルの集合Bとの和集合λ

U　Bであるから，他のすべての式を同時に満たす変数値ベクトルの集合をC

としたとき，連立方程式体系㈱二㈲の解集合は（λ∪B）∩C＝（λ∩C）∪（B

∩C）で．ある。

　したがって，この方程式体系は4∩Cという解集合をもつ方程式体系とB

h・という解集竿もつ方程式体系と．に分解して解／のが嘩なの下ある・

　しかも，同様の分解峠，上に挙げた鯛式に関してだけではなく，幽と㈲に属

するあらゆる式に関して可能なのであるから，この方程式体系は，和集合を含

まない通常の連立方程式体系に還元して解こ一 ､とするかぎり，2沽通らに場

合分けして解かねばならないことになる。これはとうてい実用的な解法とは言

えない。

　それでは方程式体系が和集合を含むことに目をつぶって，強引にニュ二一トン

法を適用した場合には，どういう不都合が起こるだろうか？　それは，探索の

途上でヤコビ行列式がOになるという不都合である。このことは簡単にわかる。
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愛媛経済論集第12巻　第ユ号（1992）

㈱式や㈱式のグラデイエン．トベクトルは，いずれも0以外の成分を2箇所にだ

け含むベクトルとなり，幽式の場合（∬，δ）＝（0，O）の点で零ベクトル

となり，㈱式の場合（λ，σ）＝（0，O）の点で零ベクトルとなる。した

がって，これらの点でこの体系のヤコビ行列式の値はOとなり，解の探索が行

きづまるのである。

M．変数変換による解決

　ところか，上記の難点は，変数変換によって一気に解決することができる。

　困難の元凶となっている一酬式や㈱式について；考察を深めよう。これらの式

が表わす集合は，非負条件をも加味した場合には，第1図に示すような折れ線

となる。折れ線は，端点を共有する2本の半直稗の和集合である牟ら，位相幾

何的に言えば，両方向に無限の延長をもったユ本の一直線と同位相である。した

第1図

も σ’

巧
λj

がって例えば午とδ、と机折れ線上キいう条件を満たしつつ変化すること一は、

ある第3り変数が負の無限大から正の無限大まで変化することに対応させるこ

とができ，午とδノとはともにそg第3変数の関数であるという形に・式を書

き直すことができるはずである。その第3変数を新たな未知数とするならば，

方程式は和集合を含まない通常の連立方程式に書き直される。しかも変数の定
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不等式制約下の最適値問題への（三土）

義域には制約がなくなるので，非負条件を表わす不等式をも，同一時に体系から

追放することができるはずである。

　その第3変数の名をろとし，耳と∬、との関係を関数φで表わし，耳とδゴ

との関係を関数ψで表わすことにしよう。結論的には，それらの関数はごく単

純に次のように選べばよい。

　　φ（羊）一…（0・耳）・　　　　　　　　　　　吻

　　ψ（耳）一…（O・一年）・　　　　　　　　　　鯛
　グラフを描けば第2図のとおりである。

第2図

κj
巧

0
巧 0

xj

　λ、とσ，についても同様の方法を適用する。すなわち，両者をつなぐ第3の

変数R、を考えて，λ、をφ（R、）によって置き換え，σ，をψ（沢，）によって置き換

えるのである。

　こうすると，いまや鯛一㈱は，次のように書き改められることになる』

小）一．書1λ、身、（工）十δ、＝0

后一8（π）一σ＝0

ゲφ（耳）

δ、一ψ（羊）

λ、＝φ（R、）

σ、＝
ﾕ（R、）

σ＝ユ；2，・．，m）．㈱

（｛＝1，2，・

G＝ユ，2，・・

σ＝1，2，一

／｛＝1，2，・

（｛＝1，2，・

仇）．e◎

m）．．剛

m）．㈱

〃）．㈱

m）、醐
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　こうしておいて，最後に帥～㈱を㈱および㈹に代入すれば，もとの変数は消

去され；体系は新変数耳およびR、のみに関する方程式と・なる。関数φおよび

ψは定義域が実数全体で値域は区間［0，一十。。）であるから，もとの変数につ

いた非負条件は，関数φおよびψの導入によって自動的に達成され，新変数

xと五の値には何らの制限もつける必要がない。このよう．にして，（§）式の非

線形計画問題は，定義域に制約のない実変数についての，等式のみからなる体

系へと翻訳され，ニュートン法およびその拡張形聾であるホモトピー法を適用

し’､る形になった。

　なお，変数変換にあたって採用する関数が連続微分可能でない折れ線になっ

ていることについては，疑問を呈する人もあろう。そうした人は，例えば

　　　　　　　　　　　　2　　φ（X．）＝［m・・（0，X．）1　　　　　　　　　　　　㈱

　　ψ（ろ）一［…（O，一年）12　　　　　　　　㈱
という関数形（第3図）を採用したほうが計算にあたって好都合であろうとの

意見を述べるかもしれない。しかし実は道なのであるgその点を説明しよう。

　いま㈱式に立ち返って，これを満たす和集合λ∪月をκδ平面上に描こう
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　l
（第4図）。非負条件を考慮すると和集合λU　Bは折れ線となる。体系の解が

この折れ線の屈折点（すなわち原点）の付近にあるとき，集合C（悼のすべて

の式を同時に満足する変数ベクトルの集合）はこの平面上の原点付近でこの折

れ線に交わる曲線になるはずであるが，解の一意性を前提とするかぎり，折れ

第3図

巧

0
均一

δj

0
Xj
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不等式制約下の最適値問題への（三土）

第4図

δ、

←集合C

集合＾U　B

／

κ■

線に2回交差することはありえないから，交点における集合Cの線形近似式

は，正の傾きをもつ直線，すなわち

　　伽、一bδ］。十。＝0　　　（a＞O，b＞0）　　　　　　　　　　　　　㈱

となるはずである。この式に例の変数変換をほどこせば

　　αφ（X、）一凸ψ（Xl）十卜O　　　　　　　　　　㈱

となる。この㈱式の左辺は変数耳、だけの関数になるが，この関数のグラフが

横軸に交わる点が，方程式の解となるはずである。

　ところが，もしヂ（太、）とψ（x、）とが㈱式や㈱式で定義されている形の関数で

あった場合には，㈱式の左辺の関数はX、＝Oの点で水平になるグラフをもつ

ので（第5図），解がちょう・ど女、＝0となるケースにおいては、ニュー一トン法

の適用不可能な事態が発生する。

　これに対して，φ（x｛）とψ（x、）とが㈲式や㈱式で定義されている形の関数で

あった場合には，鯛式の左辺の関数は，一つねに傾きが正のグラフをもつので（第

6図），解がちょうどXユ＝Oとなるケースにおいても，ニュ』トン法の適用不

可能な事態が発生することはない。

　このようにして止㈲式と鯛式を採用することの正当性が示された。
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第5図

0一

X1

第6図

0
x1

V．具体的問題．の例

　ここで，変数が2個，制約条件式が2本で，一しかも制約条件式は線形，目的

関数のみが非線形という簡単なケースについて，筆者の開発した方法で具体的

に計算を実行した結果を，例として示すことにしよう。

一問題は次のとおりである。

M・・imi・・∫（κ、，κ皇）＝α1・g（比1＋α）十（ユニα）・1・g（工三十あ）

　　　　　（O＜α＜1，α一＞O，b．＞0）

　・・bj・・tt・　后、一α1、比、11，π、≧0　　　　　　　㈱

　　　　　　　冶一α北一ακ≧0
　　　　　　　　2　　　　　21．1　　　　　！＝　宝

　　　　　　　κ、，∬，≧O・

目的関数の等高線は”、＝一α，∬，＝一あを漸近線とする曲線群であるから，

両軸との交点も含めて第1象限全体で負の傾きをもっている（第7図）。制約

条件式の表現する集合は第8図の多角形0PQRである。極値の生じる場所は，

定性的にみて，点P，線分PQ上，点ρ，線分Q灰上，点五の5種類の可能性

があり、パラメーターの値に応じて，どこで極値が生じるかが違ってくる。
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不等式制約下の最適値問題へのて三土）一

策7図

κ2

　■
@■@一@■@一@，@I@I@I@l@，@一@一@I
@■@■@一@■@一黹ｿl@I κ1

　一@1　0@＝@．1一■一■IL一．I’】＿＿

’一一■．一一．■一’一一一一一一■■一一一’
齠ﾊ

κ1

第8図

、　伽一

上L’
α蜆　　・

　　、

＼、　R　・
ゐダ　　　＼

亙　　　＼Q

P　　　　　、＼
κ］

ゐ、＼

α11
ム。　　＼

百
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　しかし，その最適解を求めるための連立方程式は，極値の生じる場所のいか

んに．かかわらず，次のユ種類ですむ。

　　　α
　　　　　一α　λ　．一α　λ　十δ　＝O
　　κ十α　　l1　ユ　112　　1
　　1

　　1一α
　　　　　　一・α　λ　一α　λ　十δ　＝0
　　κ。十b　　1！　1　　四　2　　！

　　κδ　＝0
　　1　　］

　　∬δ・＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈹
　　！　　呈

　　后一ακ一ακ一σ　＝O
　　l　　　　　］l　1　　　　　］！　1　　　　　　1

　一店　一α∬　一α　克　一σ　　三〇一
　　呈　　　　　　…1　1　　　　　　宣1　1　　　　　　　！

　　λσ・＝0
　　　］　　1

　　λσ　＝O

　　κ、・κ、，λ、・λ、，δ、，δ，，σ、，σ，．≧O・

　ここで，解を数値的に見やすいものとす．るために，価格の概念を導入して，

方程式体系に若干の修正をほどこすこと．にしよう。

　その修正というのは，次のとおりである。κ、で表わされている第1財がニュ

メー戟[ルであって，つねにユめ価格をもつと仮定す’ 驕Bすえと，㈹の第1式を

α／（κ1＋α）で割った式が，第1財の生産プ白セスの収支均等を表わすので，

λ一とλをそれぞれこの値で割ったも’のが，第1資源と第2資源のレントに
　1　　　　　　1

なる。それらをγ、，γ，と名付けると一，㈹式全体は次のように修正されることに

な一
驕B
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不等式制約下の最適値問題への（三土）

1一αγ一αγ十δ　＝0
　　　1i　1　　　　212

（ユーαル、十α）

　　　　　　　　　一αγ一αγ十δ　＝O
　　α（∬，十b）　　’H　2量！

∬δ。＝O．
1　　1

比δ　＝0

后一α方一一α北一σ　＝0
1　　　　　　11　1　　　　　　11　1　　　　　　　1

后一b・κ一ακ」一σ＝σ
2　　　　　！l　l　　　　12　呈．　　　　　1

γσ　＝0
1　　1

γσ＝0
1　　！

・1・κペパ！・δ一・δ。・σ1・・σ；、≧9・

㈲

　ここで例の関数φとψとを導入し，変数変換を実行すると，この方程式体系

は，次のよ・うに，定義域に制約のない4つの未知数Xユ，X，；沢、，沢、について

の・4元連立方程式に変換されるら

　　ユーα、、φ（刀，）1，、φ（R呈）十ψ（X、）＝0

　　（1一α）（φ（X、）十α）
　　　　　　　　　　　　　1α、、φ（R、）一δ、、φ（R、）．十ψくX、）＝0

　　　．α（φ（x、）十b）　　　　　　　　　　　　　　鯛

　　后、1、、φ（牛、）11，φ（X卜ψ（Rl）＝0

　　后、一α、，φ（X、）1，、φ（X，）二ψ（R、）一0・

　第1表は，このモデルにα11＝3，α、，＝1，α、、＝1，α，，＝2，一冶、＝i5，后，

＝ユ2，一
ｿ＝C．05という値を与え，ホモトピー法の最初の解をすべての未知数に

対して1と与え，Cの値を1から次第に減少させながら，差方方程式によ？て・

方程式H（エ，f）＝0の解の近似値を追跡し，最後に士＝0として方程式細の解

を求めたものである。

　見られると。お一り，この場合の解は定一性的には第8図の点Rに相当し，．第1

財の生産プロセスに赤字が生じ，第1資源にスラックが生じている状態を表わ

しているが，このような場合でも，等式体系に対する解法が通用するのである．。
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第1表

広」 γ　　　γ　　　δ
1　　　　　　　　2　　　　　　　　　1

σ1 σ，　x，　x， R

㎝
蜆

　1．OO00
　0．9611
　0．9225
　0、目842

　0．8462
　0．80目5

　0．7710
　0．7335
　0．6965
　0．6619
　0．6292
　0．5982
　0．5688
　0．5409
　0．5142
　0．4886
　0．4641
　0．4406
　0．4180
　0．3962
　0．3751
　0．3548
　0．3351
　0．3161
　0．2976
　0．2797
　0．2622
　0．2453
　0．2288
0．2017
011721

　0．1427
0．1134

　0．0842
　0．0552

0．0262
－O，0026

0．oooo

1．oooo0
1．10122
王．20153

1．30103
1．3997日

1．49790
1．59540
工．66661

1．02944
1．58453
ユ．53292

1．47547
ユ．41299

1．34577
1．27458
1．19976
1．12164
1．04053
0．95670
0．87038
0．7・8176

0，69102
0．59832
0．50380
0．40757
0．30977
0．21047
0．10078
0．00778
0．ooooo
o．ooooo
O．OOO00
0．OOOO0
0．OOOOO
o．oooo0
0．OOOOO
o．ooooo
O．OOOOO

1．OOOO0
1．．12458

1．24904
1．37050
1．49205
1．61280
1．73280
1．86607
2．05081
2．22935
2140234
2．57034
2．7ヨ385
2．8．9329

3．04902
3，201ヨ7
3．3506－1

3．49699
3．64071
3178199
3．92009
4．05787
4．19275．
4．3257目
4．45706
4．5豊669
4．71476
4．84137
4．96659
5．09855
5．23176
5．36428
5149617
5．62746
5．75818
5188837
5．01805
6．ooooo

1．OCOOO
O．85035
0．70080
0．55132
0．40193
0．25260
0．10335
’0；OOOOO

o，oooo0
0．OOOOO
O．OOOOO
O．OOOOO
O．OOOOO
O．OOOOO
o．ooooo
O．OOOO0
0．00000
0．00000
0．00000
0．ooooo
o．ooooo
O．00000
01ooooo
o．ooooo
O．、00000
0．o　o　o　o　o

O．OOOOO
o．ooooo
O，O　O　O－ n　O

O．00000
0．OOOOO
o．ooooo
O，OOOOO
o．ooooo
o，ooooo
o．ooooo
o．ooooo
o．ooooo

1．OOOOO
1．33215
1．66507
1．99869
2．33292
2．66769
3．00297
3．24目47
3．13770
3，033缶5

2．93552
2．84267
2．75452
2．67061
2．59051
2，513畠9

2．44044
2．36989
2．30201
2．23直60
2，173〃
2．11247
2．05344
1．99627
1、舳083
1．88701
1．83472
1．78388
1．73440
1．86771
2．04738
2．22795
2．40937
2．59157
2．77451
2．95814
3．14244
3．16667

0．o・ooo0
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0．OOOOO
o．ooooo
O．OOOOO
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O．OOOOO
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1．03304
1．30366
1．57375
1．84418
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0．ooooo
－o．ooooo’
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o．oooo⑪
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o．ooooo
O．OOOOO
o．ooooo
O．O宮192

0．41485
0．75259
1．09421
1．43901
1．78644
2．13608
2．48757
2．84065
3．19509
3．55071
3．90735・

4．26489
4一A62321
4．9822葭

5．34187
5．70206
6．06274
6，423畠7
6．78539
7．14727
7．50948
7．73663
7．92903
8．12046
8．31097
8．50061
8．68943
8．87747
9．0647葛
9．OOOOO

O．OOOOO
o．ooooo
O．OOOOO
o．ooooo
O．OOO00
0．OOOOO
o．ooooo
o．ooooo
o．ooooo
O．OOOOO
o・．ooooo

o．ooooo
o．ooooo
O．OOOOO
o．ooooo
o．ooooo
o．ooooo
o．ooooo
O．OOO00
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0．ooooo
o，ooooo
O．OOOOO
O．OOOOO
O．00000
0，o　o　o　o　o

O．OOOO0
0，OOOOO
o．ooooo
o．ooooo
O．00000
0，ooooo
o1ooooo
o．ooooo
O．OO00－O

o．ooooo
o．ooooo
o．ooooo

　1，ooooo
　1．・10122

　1．20153
　1．30103
　1．39979
ユ．49790

　1．59540
　1．56661
　1．62944
　1．58453
　1．53292
　1．47547
－L41289

　1．34577
　1．27458
　1．19旬76

　1112164
　1．04053
　0．邊5670

　0．87038
　0．79176
0169102

　0．59832
　0。月0380
．O．40757
　o，30977
0．21047

　0．10978
　0．00778
－0122720
－O，49568
－O．76460
－1．03304
－1．30366
－1．57375
－1．84418
－2．11403
－2．16667

1．ooooo
I．12458
1．24804
1．37050
ユ．49205
1．61280－

1．73280
1．86607
2．05081
2．22935
2．40234
2．57034
2．73385
2．89329
3．04宮02
3．．20137

3．35061
3．49699
3．一 U4071
3．78199
3．02099
4．05787
4．一19275

4．32578
4．45706
4．58069
4．71476
4．84137
4．06650
5；09855
5．23176
5．36428
5．49617
5．62746
5．75818
5．88目37
6．01805
6．ooooo

　1．OOOOO
　o．85035
　0．70080
　0．55132
　0．40193
　0．25260
　0．10335
－O．08192
－O．41485
－O．75259

’一

P．09421
－1．43901
－1．78644
－2．13608
－2．4昌757

－2．84005
－3一 A19509
－3．5507ユ

ー3．90735
’一 S．26489
－4．02321
－4．98223
τ5．34187
－5．70206
－6．0627一

一6．42387
－6．78539
－7．14727
－7．50948
－7．73063
－7．92目03

一目．12045

－8．31097
－8．50061
，8．69943
－8．87747
一邊．0547目・

一g．o－oooo

1．OOOO0
1．33215
1．66507
1．99909
2．33292
2．66769

3・00297　　繍
姜1鵠葛　満
3．03365　　繭
2．93552　　語
2・84267　　量’岸
2・75452 @　柵2．67061
2．59051　　撚
2．51389　　　　　　　～

2・44044　　牒
2．36989
2．30201
2．23660　　糟
2．17347　　　　　　　－

2・11247　　φ
2．05344
1．09627　　　　　　1二：｝

1．94083　　　　　　　旦。
　　　　　　　　　　　　　　o
1．88701　　　　　　　N
1．83472　　　　　　　〕

1．78388
1．73440
1．86771
2．04738
2．22795
2．40937
2．59157
2．77451
2，958，14

3．14244
3．16667

（注） 〃は差分方程式の反復計算のステ．一ツブを表わす。 ただし， 例＝37の場合には方程式幽それ自体を直接に解い’ている。



不等式制約下の最適値問題への（三士）

立一結論と展望

　以上のように，不等式制約下の最適値問題が二平ニトン法で解けることは示

せたが，もとより，上の実例程度の問題は，他の方法でも容易に解くご．とがで

きるから，わざわざニュートン法を適用．してもメリットは乏しいとの批評が予

想される。これに対しては，筆者の目的意識との関連で弁明をひとつ述一べてお

」つ。

　筆者の当面の関心は子無限期剛こ近い長い時間的視野（time　horizon）をも

・つ通時的一般均衡モデル（intertemporal　ge｛era1equilibrium　mode1）の，．しか

も不等式制約条件を含むタイプのものを，パーソナルコンーピ三Lタ≒上で数値

的に解くというところにある。この種の問題は，部門数×期間数だけの未知数

を含む静学的一般均衡モデルと考えれば，．原理的には解ける一であろうが，期問

が長くなるとコンピューターの記憶スペースのたいへんな無駄づかいになる。

ところが，見方を変えるとこの問題は，効用関数が時間反転的（tjme－re㎝rSiVe）

一である場合を除けば，1階の条件．をもう一度微分したヤコビ行列が分解可能に

なるという良好な性質を持っているので，問題全体にニュートン法が適用でき

さえすれば，ニュートン法のサブルーチンとして線形計算の部分は大きな

dimensionを切ることなく，なし崩し的に計算一できることがわかる。そこで，

不等式制約問題へのニュートン法の適用可能性い牟今キいう問題が筆者の問題

関心のヤに浮上してきたわけで帆今後・一筆者としては・・揮時的一般や衡モ

デルヘの適用を通じて，今回開発した方法の威力を説得的に示したいと考えセ

いる。
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