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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　　We　study　the　interacti㎝between丘nancia1constraints　and　exit　decisions　of　a　i㎜㎜der

uncerta1nty．We　consider　a　n㎝1inear　variational　inequality　associated　with　the丘m’s　va1ue

maximizing　problem．The　optimal　po1icies　are　shown　to　exist分。m　the　optima1ity　conditions　in　the

inequa一打一　The　mode1dovo1oped　herein　can　be　so1ved　exp1ioit互y　when　the　oxit　payoff　of　the行m　is　a

丘rst　order　f皿。ti㎝0f　its．replaoement　cost．We　examine　the　properties　of　the　exp1icit　solution　to

exp1ain　how　the　irreversible　investment　and　the　exit　time　are　distorted　by　the　binding　fimncia1

constraint．The　re1ationship　between　Tobin’sσtheory　ofinvestment　and　exit　strategies　ofthe丘㎜is

diSCuSSed．
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1．　1ntroduction

　　　　This　paper　s血dies　the　detθmination　of　the　exit　time　and　imversibe　investment　rates　for　a　private

bulinell　in　a　ltochaltic　enviro㎜ent．To　analyze　the　relationlhip　be榊een　the　exit　option　an“mncial

sta血s，we　impose　a　inancing　cons廿aint　to　the　i㎜and　examine　how　it　af拒ects　the　optima1po1icies．We

treat　the　model　with㎜certainty　for　the　cu皿ent　price　of　an　investment　good　to　change　a㏄ording　to　a　Ito

process．The丘㎜maximizes　the　expected　present　value　of　a11肘ure　net　cash刊。ws（i．e．，expected

乱ndamental　va1ue）and　has　an　option　to　sen　the　business　once　for　aH　at　any　time．

　　　　Recent　studies　of　exit　decisions　investigate　main1y“now－or－never”investments　and　an　option　to

shutdown　（A1varez［2］，Dixit［7コ，McDonald　and　Siege1［19］）．Howeve・，the　relationsh1p　be帥een

investment　and　exi吉decisions　can　have　dynamica11y　interactive　features．　In　fact，the　gradua1investment

policy　may　reduce　the　adjustment　costs　ofinvestment　and1ead　to　the　higher刊ndamenta1va1ue　ofthe　i㎜，

which　affects　the自㎜’s　exit　po1icy．This　paper　examines　the　simu1taneous　dete㎜ination　ofthese　po1icies
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to　exp1ore　the　interaction　belween　investment　and　exit　decisions．Moreover，the　integration　of　the　exit

option　theoワand　the　i皿eversible　investment　theo収gives　us　results　which　have　not　been　exp1icit1y　obtained

by　standard　neoc1assica1investment　theoη（Jorgenson［13コ）or　Tobin’s　g　theoW　of　investment（Abel［ユ］，

Tobin［22］）．

　　　　The　main　goa1of　this　paper　is　to丘nd　the　optima1investment　and　exit　policies　which　maximize　the

expecte“㎜’s　fundamental　va1ue　including　its　scrap　value　or　exit　p乞yoff　These　optima1policies　depend

critica11yonthe　shapeoftheexitpayoff㎞ction　andthe　avai1abihty　offunds．In　addition，we　coni㎜that

our　optima1ity　conditions　are　consistent　with　Tobin’s　g　theory　of　investment．

　　　　The　remainder　ofthe　paper　is　organized　as　follows．In　the　next　section，we　present　the　investment　and

exitmode1ofthe丘㎜and　introduce　the　variationa1inequa1itywhich　gives　the　conditions　for　optima1ity一五n

Section3，we　obtain　optima1pohcies　by　using　the　pena1ty　method（Mo．imoto［20コ，Koike　and　Morimoto

［17］）．　In　Section4，we　inustrate　our　results　expIicit1y　by　considering　the自rst　order　resa1e　va1ue血nction．

Fina1Iy，Section5concludes．The　investment－exit　problem　described　here　is　one　of　optimaI　stopping

prob1ems　in　the　stochastic　dynamic　programming　（Bensoussan　［4］，Bensoussan　and　Lions［5］）1All

mathematicaI　tec㎞icaIities　are　co11ected　in　Appendix　A，B　and　C．

2．The　model

　　　　We　consider　a　competitive丘m　that　se11s　its　whole　business　at　any　timeτ．The丘㎜has　to　integrate

capital　goods　in　the　production　process　before　they　become　productive　and　this“integration”is　cost1y．

Therefore　the　se11ing　price　of　the丘m　itseIf　is　not　n㏄essari1y　the　same　as　the　cu皿ent　market　va1ue　of　capita1

goods　owned　by　it．We　assume　that　the㎝rrent　market　price　of　the　capital　good乃evo1ves　a㏄ording　to

th・・f・・h・sticdi揃・…ti・1・quati・・，

4P士＝一レ」P圭∂τ十σP土4〃士，　　Po＝力〉O， （2．ユ）

whereレ∈R　is　the　expected　dec1ine　rate　of　the　price，σ〉O　the　standard　deviation　of　the　dechne　rate，and

肌denotes　a　standard　Brownian　motion　on　a　comp1ete　probability　space（Ω，ア，P）endowed　with　the

・・t…1冊・ti・・月g・・…t・dbyσ（肌，∫く1）．

　　　　The丘㎜’s　capita1stock　decreases　as　a　result　ofdepreciation　at　a　constant　rate6＞0．Hen㏄the　total

change　in　the　capita－stockκ土is

虎F（・にd）κ，K。＞0：9i… （2．2）

where締denotes　the　gross　investment－capita1ratio．Sin㏄the　investment　is　irreversibIe，締　onIy　takes

nOnnegatiVe　Va1ueS．

　　　　We　introduce　a　Penrose－Uzawa　type　installation　or　adjustment　cost血nction　in　the　investment　decision

process（see　Uzawa［23］and　Yoshikawa［24］）．

Letφ：［0，oo）→［O，oo〕be　the　Pe㎜ose－Uzawa～nction　satisウing

φ（乞）≧O，　φ’（z〕〉O，　φ”（乞）≧0

φ（O）＝0，　φ’（O）＝1，　φ’（co）二〇〇，
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andφ（刈P士κdenotes　the　total　cost　of　investing　at　time舌．

on　the五㎜’s　investi㎎behaviour　suoh　tbat

We　impose　an　exogen㎝s丘nancia1restrict1on

φ（zf）。P士Kパ≡；φPfK一，　φ＞0．

This　inequa1町imp1ies　that　the　maximum　investing　cost　which　the　i㎜can　a冊。rd　is　propoれiona1to　its

replacement　cost，乃κ〉O．We　can　the　contro1z＝｛刈admissib1e　if　it　satis丘es　O≦；力≦φ一1（司：＝乏．

We　denote　the　set　ofa11admissib1e　con廿。1s　byλ．

　　　　The　objective　ofthe　H㎜is　to　maximize　the　expected　present　va1ueル，τ）of缶ture　net　cash刊。w　up

to　timeτde自ned　by

∫（島1）一中｛））・土κ・一個州榊十名1〕∈川， （2．3）

where∫denotes　a11stopping　times　with　respect　to　the舳ation石．The丘㎜has　stationary　expectations

conceming　the冊uTepro丘t　rateπ＞O　and　the　discount　rateα〉O．The　te㎜inal　value血nction　g＝［O，oo卜

Ris　ca11edthe　scrap　value　orthe　exitpayoffofthe丘m．

　　　　Changing　the　variable　by〃一Pf凡＞0，we　see　that（2．3）is　reduced　to　the　one－dimensiona正

maximization　prob1em

1（冬1）：一亙「∫ト州）・州f・州・一一1

subj　ect　to

♂コ＝丘＝（”一μ）”f　df＋σ”士ゴW士，　　”o＝”：＝PoKo＞0， （2．4）

whereμ：＝レ十d．

　　　　We　make　the　fo11owing　assumptions　onαand9：

αol＝乏一μ＜α，

g∈工3，　g≧0，　g（0）＝0，

（2．5）

（2．6）

whereβdenotes　the　Banach　space　ofa11continuous～nctions此。n［0，oo）

such　that

｛

　llあ1＝sup且～olみ（κ）1ノ（1＋”）く。o，

　∀ρ＞O，≡Cβ〉O，　ん（”〕一ん（ひ）1くCρ1工一Vl＋ρ（1＋”十V），　工，V；≧O．
（2．7）

　　　　In　the　fo11owing，we　so1ve　the　optimization　prob1em　ofthe丘㎜and　obtain　the　optima1investment－exit

po1icies．　To　this　end，we　cosider　the　nonlinear　variationa1inequahty：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
H（”，〃，秒’，〃”）：＝一α〃十一σ2”2〃”一μエリ’十πエ十λ（〃’）∬くO，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

〃（”）＞9（”）for工≧0，

∬（”，〃，パ，パつ（〃一9〕十＝0，

〃／0）＝O，

（2．8）

whe工e／1（V）：＝supo・互・百（zV一φ（之））and　the　supremum　is　attained　by
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λ（μ）＝

7　　　　　　if　μ≧φ’（Z），

φ’一1（V）　if　1〈V〈φ’（乏），

O　　　　if　V≦1．

（2．9）

3．Optimal　Policies

　　　In　this　section，we　present　a　synthesis　ofoptima1po1icies　for　the　investment－exit　prob1em（2．3）．We

丘nd　a　smooth　so1ution　of　the　nonhnear　variationaI　inequa1ity（2．8）by　using　the　pena1ty　method　then　give

our　main　results　for　the　optimiz主tion　problem．

　　　De自ne　the　nonlinearpena1ty　equation　ofthe　fom：

　　　肌脇・パ・脇”）一一α・・去σW一μパ・伽・川小・1（・一・〕一一い・・，　（・一1）

£orε＞0，with　boundary　condition

　　　m（0）＝0．

　　　The　proofs　of　existence　and　uniqueness　resu1ts　are　rather　long，so　we　put　them　a11　into　Appendices．

Theorems　A．4and　A．6show　that　a　unique　smooth　so1ution勿＝m丘。f（3．ユ）exists，by　using　the　viscosity

so1utions　method（Crandan，Ishii　and　Lions［6］）．

　　　We　suppose　that　g　be1ongs　to　C2（O，oo）∩C［O，oo）and　satisHes

　　　　　　　　1馬。
　　　一αg＋百㈹9＋α岬’十αあ＝0　　　　　　　　　　　　　（3・2）

for　someみ∈β一The　simp1est～nction　with　these　characte㎡stics　is　the　first　order　type：g（”）＝λ∬，λ＞O．

Theomm3，1　meα∬〃me‘2．5ノ，ピ2．6リ伽∂　‘32ソ．　万例砺e30〃ioη3｛m岳！｝ψC3．り

舳加βα誠一2一押→0，α・れfMソf∫ω吻・・〃f・・げ（2．8）．

Theorem3．2　肌e榊α先e肋e伽醐mμわ附ρブ丁脆eor舳3．ユ

　　　・∈q111（O，。。〕．

凧例1〃eゐ〃e

C0”ソerge

（3．3）

Theorem3，3　肌θmo先e肋ε伽舳榊μ土。η8ゲ皿eor舳

帥eη卯

　　　Z土‡＝λ・パ（乃K土中），

　　　τ申＝inf｛f≧O1秒（ハ瓦ヰ〕一9（PfK川，

where

　　　々＝（λ・パ（Pf刷一d）K，1，κ。＝尾＞O．

3一ユ．　τ乃eη　肋e　0ρガm”ρ0方。γ　（〆，τ申）∈λx∫ゴ∫

（3．4）

（3．5）

（3．6）
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4．　First　order　exit　payoff

　　　　The　special　economic　interest　of　Theo㎜3．3arises廿。m　its　app1icati㎝to　the丘nancia11y　constrained

Hmwiththe　irst　order　resa1e　value：g（”）＝ル，λ＞O．The　acquirers’bid　for　the　target五㎜is　greater　or

1ess　than　its　replacement　cost　a㏄ording　toλ〉1orλ＜1－In　the　fo11owing，we　discuss　the　relationship－

between　Tobin’s　g　theoW　ofinvestment　and　the　im’s　optima1exit　decision．Throughout　this　section　we

supposethat　the丘m’s　pro自trate　is　greaterthanthe　real　inteIestrate：γ＞α十μ。

　　　　For　simp1icity　of　exposition　we丘rst　consider　a　spec冊。　case　where　the　scrap　va1ue　equa1s　the

rep1acement　cost：g（工）＝”．　Let　us　consider　a～nction　F：［O，oo）一■R　de丘ned　by

F（尾）＝（κ一φ（z）一）一φ’（z）（α十μ一2）

which　has　fo11owing　properties：

F（O）＝κ一（α十μ）＞0，

F’（z）＝一φ”（z）（α十μ一z）＜0， fbr　乏＜α十μ．

We　set

／（・）一 ^喜： 1f列Z）＜0，

if列7〕；≧0，
（4．1）

whereタ（≦7）is　a　unique　root　of　F＝0，if　it　exists．　It　is　easiIy　veri丘ed　tha亡ζso1ves　both（2．8）and

（3．ユ）for　anyε〉O．　Therefore，as　we　have　aIready　shown　in　Section3，ζgives　the　maximum

血ndamenta1value　ofthe　i㎜．

　　　　We　obseme　that　the　more　severe　is　the　inancing　restriction，the　lower　the丘㎜’s～ndamental　va1ue，

SinCe

∂ζ（”；z） （κ一φ（刻）一φ’（茅）（α十μ一Σ）

∂z （α十μイ）2
〉O， if　F（7）〉O．

Note　that川ア）〉O　means　that　the行㎜never　a廿ain　its　maximum　va1ue　owing　to　the丘nancia1constraint．

Fu廿he㎜0Te，in　view　ofthe　optimality　condition（3．5），the　exercise　ofthe　exit　option　may　be　optima1for

the　stakeho1ders　ofthe丘m　ifthere　exists　awe11一価nctioningmarketforco叩。rate　contro1．

　　　　Int口itively　speaki㎎，the　shareho1ders　ofthe丘㎜wi11not　a㏄ept　the　offer仕。m　the　acquirers　un1ess　the

price　equa1s　or　exceeds　the　discounted　present　va1ue　of　its　net　cash　nows．　In　this　first　order　case，this

requirement　can　be　shown　as　fo11ows．By（4．1），we　can　takeλ＞O　such　that

l：¥1葦：1；1：；1：：：　　　　　（…）

andルis　a　soIution　of（2．8）and（31ユ）．　Hence，by（3．5），there　exists　some　trigger　va1ue　ofλsuch

that　the丘㎜shou1d　be　so1d　at　once．Consequent1y　our　examp1e　shows　that　the　optimal　exit　behavior　ofa

丘mmay　o㏄ur　owing　to　the　severe　bo㎜wing　c㎝straint．
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5．Conclusion

　　　　Thispaperhas　developed　amodelofinvestmentand　exit　decisions　ofthe通㎜and　obtained　the　optima1

po1icies　which　depend　on　Tobin’s　g　and　the　exit　payof£　Our　principa1resu1ts　are　as　fo11ows：

　　ユ）We　estab1ish　the　existence　of　a　solution　to　the　non1inear　v㎞ationa1inequality　associated　with　the

　　　　丘㎜’s　investment－exitprob1em，byusing　thepenalty　method，an“nd　the　optima1po1icies．

　　2）Our　optimality　conditions　entail　Tobih’sσtheory　of　investment，Fu廿he㎜ore，we　obtain　an　exact

　　　　condition自。rdete㎜iningthe　optima1exittime．

　　3）In　the　special　case　of　the丘rst　order　exit　payo廿imction，we　provi（1e　an　exp1icit　so1ution　to　the

　　　　problem．We　analyze　this　so1ution　and　discuss　the　effect　ofthe　borrowing　constraints　on　the　takeover

　　　　activity．The自nancing　c㎝s枕aint1owers　the　va1ue　ofthe　i㎜and，given　the　severe　res位iction　to　its

　　　　丘nancing　behavior，the　shareholders　ofthe丘㎜may　choose　to　se11the　business　at　the　bid　equals　to　its

　　　　constrained　maximum　va1ue．

　　　　Theorem3．3shows　that　the　optima1investment　rate　is　positive　iff　the　va1ue　of　the　fim　is　strictly　larger

than　its　resale　va1ue　and　the　marginal　value　ofits　rep1acement　cost　is　greater　than　mity．We　remark　that　the

marginal　va1ue　condition　is　equiva1ent　to　Tobin’s　g　theory　in　our　stochastic　context．It　should　be　noted　that

th・・o1・ti・・gi…by（4．2）i・S・舳・4i・i・d・p・・d・・t・fth…1・舳yofth・p・i…fth…pit・1g・・d．

However，this　result　heaviIy　depends　upon　the趾st　order　assumption，since　the　solution　of（2．8）is

nonlinear　and〃”≠O　if　g　is　a　general　non1inear血ncticn．

　　　　There　are　several　interesting　extensions　of　the　mode1ana1yzed　here．　Our　anaIysis　has　focused　on　the

competitive丘㎜whichhas　static　expectations　ofthepro丘trates．An　obvious　extension　ofour　model　would

c㎝sider　the　more　genera1situation　where　the　im　has　various　kinds　of　expectations，each　of　which　has

di冊erent　implications　for　the　optima1investment　rates．

ApPendix

A　T11e　Penalized　problem

　　　　Appendix　A　proves　the　existence　of早unique　smooth　so1ution　of　the　pena1ty　equation（3．1）。Here，

we　introduce　the　notion　of　viscosity　so1utions（Cranda1一，Ishii　and　Lions［6］）．

1）前mition　A．1工ec　m∈C［0，oo）伽∂m（0）＝0．　m酬”8α凶。o∫卯∫o∫〃。fo〃ψ（3．ユ）グ

　　（i）舳州∫・・吻舳∫・1舳ηぴ（3．1），舳お，ル伽〃∈C2（0，。・）伽∂α剛・・αlm1η1州mρ・舳

　　　　κ＞0ψm一％，

仏（”，m，〆，¢”）≦O，

　α〃

（ii）舳州…吻W・ア∫・1舳ηジ3，1），舳1∫，伽舳パ∈C2（O，。。）ma伽パ・・〃舳1舳m

ρo土m”〉Oψ卜ψ，
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　　　∬、（工，m，〆，申”）≧O，

Next，we　rewdte（3．ユ）as

　　　一（、。ユ）。。ユσ・〆、・一μパ。、什川パ）。・⊥砒・。一0，

　　　　　　　　ε　　2　　　　　　　　　　　　　　　　ε

and　consider　the　equatiOn

州一
d「一1価・1〕士／（1－／（小・÷（1・ル土Ml・

Lemma　A．2 肌e伽舳榊e　C25ノ． 丁乃εη肋erεex｛3Cγ〉1　andレ〉O　such言hat

ルー州・〃［∫τグ｝fト

（A．1）

（A．2）

ル伽γ（岩，τ）∈λ・∫．

　　　Proof　We　chooseγ〉ユsuch　that

　　　　　　　　　　　　1
　　　一α十γαo＋　σ2γ（γ一1〕くO，
　　　　　　　　　　　2

and　Set

　　　　　　　　　　　　　1
　　　レ＝α一γαo一　　σ2γ（γ一1）
　　　　　　　　　　　　　2

　　　By　Ito’s£o㎜u1a，wehave

・一α1・1工γ・∫㌧一冊士（一α・1（・rμ）・去1・1（1－1）〕〃1・∫㌧一αl11榊く・一∫・一州1

　　　　　　・∫　　　　　　　　　f
　　　　　　　　　e一”γσ”7dW士．

Hence　we　obtain

ルー一瓜1・小＾㌦一切ト，

where｛τ冊｝is　a　sequence　of　the1oca1izing　stopping　times　of　the1oca1martinga1e．

oo，this　proves（A，2）．

TIleomm　A．3　肌e　o∬〃mε　‘2．5リ。〃

m＝mε∈βs〃。ゐ舳用；≧0m∂吻（O）＝O．

　　　Proof．We　de五ne

　　　7坊（”）＝supτ呈ん（”），

　　　　　　　　　　｛Eλ

ピ26ソ．肋η伽・榊fわη

山一亙［卜⊥1〕f／（1－1（小・ll・・（小11

Sinceτ盟　一■oo　as　m　→

μ．りα伽汰川吻雌・・〃1・・

（A．3）

for　anyヵ∈βand　show　that7「：β→βis　a　conl■action．

　　　From（2．5）and　the　comparison　theorem［ユ6］，it£o11ows　that
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　出］・州…（α1〕士・σWl－2州］一が

Hence，taking　into　accountφ（z）≧0，we　have

・・舳）・ズ・一〔皿・1＋・α叫 川一 |一i9一一（1・州レf・・（…）・

for　some　constant　C＞0．This　imp1ies11　m　ll＜oo．

　　　外1∬rVf11≦；1”一μle帥，　”，V≧O

where挑is　the　so1ution　of（2．4）with　Vo＝V．

ρ〉O，such　that

F耐he㎜ore，

（A．4）

（A．5）

Then，by（2．7）and（ノ14），we　find　C’ρ＞0，for　any

1舳）一舳1くヅ［∫㌦一〔一11土／（／・1（1））1・一・土1・÷（出）一～川・1・（κf）一州

　　　　　　　くヅ［r・一〔口十1〕W・1（1））　　・r・川1・用土）／刈

くC’ ”一41＋ρ（1＋工十〃），

∬、一μ、1。旦（c。

　　　　　　　　ε

π，V；≧0，

Ml

（A．6）

which　imp1ies〃∈β．

　　　Next，we　have　by（2．7）and（ノ．4）

lT比ユ（”）一肌（”）
・ヅ「ズ1一（α・1〕f／l（i11市）一加・・（川1）1・f1

くヅ［ズ・一｛α・1〕丘／÷（・・川小一／・1

≦
1＋∬

（α一α。）ε十1
11免。一加 1，伽，伽∈β．

Thusτis　a　co鮒action　mapping，which　has　a　fixed　point批∈β．

（ノ．ユ）．　Clear1y，byφ（O）＝0，

　　　　　　　　　　1
　　　m（O）≦　　％〉9（0），
　　　　　　　　　αε十1

which　implies　m（O〕＝O．

we　have　m〉O． F・廿h・・，by（ノ．1）

（A．7）

Therefore秘　is　a　uniq皿e　so1ution　to

Theomm　A．4　肌e伽舳mε（2．5），（2．6）．　me〃〃qブ（ノ．ユ）f∫α切scos妙∫o∫m土。ηρブ（3．ユ）．

　　　Proo£　We　can　app1y　a　standard　resu1t　on　the　theory　ofviscosity　so1utions　in［8］since　every　function

in　B　is　unifom1y　continuous　on　each　compact　int帥a1．So，for　the　viscosi帥rope竹y　of批，it　is　suficient

toshowthatthedWamicprogra㎜ingp命。ip1eho1ds，i．e．，

州一
d［∫τ・一｛口・1〕f／（1－1（小・÷…（刈・パ・1〕・・（刈　　（…）

for　anyτ∈∫，which　may　depend　on　z．We　denote　the　right－hand　side　of（ノ．8）byπ（エ）．

　　　By　means　of　Markov　property［8］，we　have

皿28一



Optimal　Investment　and　Exit　Decisions　under　Fimncia1Constraints

舳一
?黶oα・1〕f／（1－1（小・÷（…）（川／批

　　　　　　　・・一（α・1〕ザ1－／皿・1〕士／（1－1（lf小…÷（…）（舳τ）／舳11

　　　　　く小一｝／（1－／（・土〕〕・f・÷（…〕（洲糾・一｛佃・1〕ル）1・

where　T互is　as　in（ノ．3）、　By　taking　the　supremum　overλ，we　deduce　m（”）≦π（”）．

　　　To　prove　the－reverse　inequaIi奴，letρ＞O　be　arbitrary．By　the　same　ca1culation　as（ノ．6），we　find

C一＞O　such　that

　　　l　m（”）一m（V）1≦sup　l　T百m（”）一丁〃（V）1≦C，1工一V　l＋ρ（1＋工十4），　”，V》O．　　　　　　　（A．9）

　　　　　　　　　　　　　　埋∈月

Takingδ∈（0，1）such　that　Cρδ＜ρ，we　have　for”一μ1＜δ，

　　　1勿（”）一批（v）1くρ（2＋”十μ）≦3ρ（1＋”）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．10）

Let｛S｛｝be　a　sequence　of　disjoint　subsets　of［0，oo）such　that

　　　棚m（8古）＜δ伽∂∪｛∫F［0，。。）．

For　any5，we　take”ω∈＆and　zω∈λsuch　that

　　　T互ω・（”ω）≧・（が〕）一ρ．

Then，by（A．10）

　　　τ互ωm（”1）＝／T宮川m（”1）一丁呈舳（川／＋τ毘舳（パ

　　　　　　　　　　≧一3ρ（1＋”1）十τ呈ω脇（川

　　　　　　　　　　；≧一3ρ（1＋∬、）十批（κ士）一ρ

　　　　　　　　　　；≧一7ρ（1＋∬、）十m（”、）　　　if　κτ∈∫｛l

By　definition，there　exists宕∈ノしsuch　that

π（1）一／・小町f／（1一肌小・（刈！f・・一1冊・1〕τ州1・

Define〆∈λby

　　　・ト名11㍑く、1＋杜1局、、〕if”τ∈∫｛．

Using　Lemma　A．2and0≦エ≦（1＋が）forγ＞1，we　deduce

市）一1判∫1■〔口十少／（1－／（小・÷舳f）／糾・一｛一1〕ル山・）・・！（1・刈1ル∈／一

　　　　　　　　　・Z小）・帥■叶／7ρ（・・刈

　　　　　　　　　≦砒（コ：〕十7ρ（2＋工γ）．

Thus，lettingρ→0，we　deduceπ（”）≦％（エ）．　The　proof　is　comp1ete．
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TI1eomm　A．5　脆α∬〃me（2．5），（2．6）．Let　m。α〃物ゐe榊。淋。o∫妙so∫mfo棚ψ（3．ユ）肋β、

η昭〃〃e乃」〃e刎＝吻．

　　　Proof．We　shall　show　that

　　　硯1≦m2．

Suppose　that　m／（”o）一物（”o）＞O　for　some”o＞O．We　takeγ＞1in　Lemma　A．2伽d丘nd　a　constant

η＞O　such　that

　　　sup｛mユ（∬）一m2（π）一2ηψ（”）｝＞O，

　　　工≧o

whereψ（”）：＝”γ．　Since　m／（”）一物（エ）一2ηψ（”）→一〇〇as”→oo，there　exists夕〉O　such　that

　　　sup｛ml（π）一m2（”）一2ηψ（∬）｝一＝刎1（元）一批2（f）一2ηψ（允）〉0．

　　　工≧o

DeHne

　　　州μ〕：一心）一物（・）一号1工一・12一η（州・舳）

for　each　positive　integer　m．　It　is　c1ear　that

　　　¢（工，V〕≦（1批111＋1刎・1）（2＋”十V）一η（ψ（刈十ψ（V））→一。。・s工十9→・。．

Hence　we丘nd（”押，V冊〕∈［O，oc〕2such　that

　　　supΦ（”，V）＝¢（”刊，V睨）

　　　州　　一批1（。，、）一。，（。冊）一ム。冊一μ冊・一η（ψ（。冊）・ψ（。卦、））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　≧ml（夕）一m。（夕）一2ηψ（元）〉O，

丘。m　which

　　　nl”rμ押2〈・1（・冊）一物（v，宣）一η（ψ（・刊）十ψ（ひ冊））．

　　　2

Thus　the　sequences｛”押｝，｛V、、｝and｛m”用一V，，■2｝are　bounded　by　some　constant　C〉O．

extracting　a　subsequence，we（1educe

　　　l”ドV冊1≦C収→0，

　　　π押，V冊→ア∈［0，・。）as　m→。・．

Fu舳emore，we　reca11¢（”押，V，、）》¢（”瑚，川to　obtain

　　　か押一ぺ・・ル冊）…（・冊）一1（ψ（・押）一州）→・・

Passing　to　the1imit　in（A．11），we　get

　　　・・（ア）一・・（刻一2ηψ（ア）〉0，　昨O．

NowwlapP1y11hi舳e㎜ato

　　　9（〃一σ1（・）一肌）一号1・一・！2・

（A．11）

Tlユerefore

（A、ユ2）
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whereσユ（”）：＝肋1（”）一ηψ（工）andひ2（V）：＝吻（V）十ηψ（4）． Then　we　obtain　X1，X2∈R　such　that

（κ（”ドV押），X。）∈ア！十σ。（川，

（・（”利一μ開）X。）∈ア・一σ。（V，、），

（1．1卜（11
1）・

where∫2！十and∫2！一are　the　second－order　supe巾ts　and　subjets［6］，and

～十・・）＝1㌶j㌫㍑1ユ、，／ ゴ＝1，2．

It　is　easy　to　see　that

∫2・十m1（”）＝／（力十ηψ’（”），x＋ηψ”（”）：（φ，x〕∈∫2・十σユ（∬）／，

∫2・一・。（∬）一／（力一ηψ’（”），X一ηψ”（工）：（力，X〕∈∫2・…σル）／、

Hence

（力1，Xユ）1＝（・（π卸一V冊）十ηψル咀），X／＋ηψ”（ル，））∈ア・十・。（”瑚）

（伽，X。）一（・（”押一μ冊）一ηψ～蜆），X。一ηψ”（V冊））∈アー物（μ冊），

蝪XrV身X。≦；3n（”押一V冊）2→0as　m→。。．

By　the　equiva1ent　de丘nition　of　viscosity　so1utions，we　have

　　　一α。1（κ）・⊥〃X1一μ助工・m・ル、）。・ユ（硯、一9）一」、＝工，，・0，

　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　　　　　ε

一舳（・）十去σ恢一舳・肘〃・・÷（・・一・）一1苗一型加く・，

Putting　these三nequa1ities　together，we　have

α（肋。（”，垣）一物（μ珊 　　1　　　一　　　一≦一σ2（ポx、一μ紐。）
　2
一μ（ψ1工冊一ψψ押）十π（”瑚一v丑，）

十川力。）∬冊一λ（伽）V咄

・⊥／（批ユー9）一（κ冊）一（批、一9）一（。押）／

　ε
＝1∫1＋∫2＋∫3＋∫4，　Say．

We　note　that

　　　　　　σ2
　　　∫。＝一（棚X工一V身X。十掬ψ”（工押）十V身ηψ”（V冊））→σ2ア2ηψ”（ア），
　　　　　　　2
　　　∫2＝一μn（”蜆一V咄）2一μ”冊ηψ’（”冊）一μV冊ψ’（V，、）十κ（”冊一V押）一→一2μ万ηψ’（ア），

　　　∫3≦茅1ψ1”冊一力2V計ヨ1＋φ（Z）1工押一V廿、1→2πηψ’（ア），

　　　∫、→⊥／（脇1－9）一（τ）一（勿、一。）一（ア）／・0。。。→。。．

　　　　　　　ε

Thus　we　deduce
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　　　α（。、（刻一。，（ア））。2η／⊥σ・ア・ψ・（ア）。α。剛τ）／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　－2ηψ（ア）／⊥σ・γ（γ一1）十γα。／

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　＜2αηψ（ア），

which　is　contraエy　with（A．12）．The　proof　is　comp1ete．

Theomm　A．6　肌α∬〃me　（2．5），（2．6）．凧酬α〃〃勿m　so〃ゴ。〃m＝mεψ（3．1）加∫oηg∫わ

C2（O，・。）．

　　　Pm・£L・t0＜α＜あb…bi廿・・y…d㍗・・…id・・th・b…d・・y・・1・・p・・b1・ml

　　　一（α・÷）ξ・去σ・がξ”一μξ’・1州／’）・・÷ξ・・一・いα，1），

　　　ξ（α）＝m（α），ξ（う）＝m（う）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A．13）

By　the㎜ifo㎜e11ipticity　and　the　Lipschitz　continuity　ofA，it　is㎞own　in［1ユl　that（ノ．13）has　a　smooth

solutionξ．By　repIacingηin　the　proof　of　Theorem　A．5by　zero，we　obse岬e　that　the　viscosity　so1ution　of

（ノ．13）is　mique．Therefore　we　conc1ude　that　m＝ξ∈C2（α，わ），and　thus刎∈C2（0，oo）．

BNon1inearvariationalinequality

　　　Now　we　present　another　representation　of　m，which　wi11be　needed　in　the　proof　of　Theorem3．1．

Lemma　B．1σnaぴ（2．5）伽∂（2．6），wε肋ve

州一
A以、小一・（1－／（小励・・一一／・一（・一・）一／（刈・

（B．1）

Proof　By（A．ユ），we　have

州・小一ψ一1（・士））・士・÷（1一・）一（市・・一刈1

　　　　・亙［∫τ・一一／（／－1（小・1・・一一・・ル〕1

　　　for　anyτ∈∫．　Sinceλo脇’（”〕is　loca11y　Lipschitz　and

　　　l（λ・パ（刈一μ）■≦C（1＋1”1）

自。r　some　constant　C＞O，there　exists　a　un三que　solution｛允｝to　the　equation

　　　4丘土＝（λom’（丘上）一μ）丘上6f＋σ立f㎡Wf，　売。＝∬＞0．

Define

　　　ぞ＝inf｛サ≧O：m（允一）≦9（差止）｝．

　　　Note批くg＝g一（批■g）一．Then，using－Ito’s　fo㎜u1a　a皿d　LemmaA．2，we　deduce
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州一
ｬ一一／（1－1（／・1∫（小・÷（一・）一（州／励・グ仏）1

　　　　一中一ψ一／（／州士〕）舳・1一㎡／・一（・一・）一／（刈，

which　comp1etes　the　proof

　　　We　obtain　a　viscosi蚊so1ution　of　the　var1atioal　inequality（2．8）given　in　Section2．

so1ution　of（2．8）is　defined　in　the　fo11owing．

The　viscosity

1〕・O・iti㎝正．2Z舳∈C［0，。。）α・れ（O）＝O．τ乃舳f∫州∫・・吻・・〃ff・・ψ（2．8）グ

　　（i）F・・伽〃∈C2（O，。。）α〃α・ル・・lm洲m舳ρ・〃”〉Oψ上9，

　　　　　　川”，〃，〆，¢”）≦0，

　　（ii）ル）≧9（”）ルα〃”∈［0，・。），

　伽a

　　（iii）F・川・〃∈C2（0，。。）α〃mル・αlm伽f舳mρ・加㍑〉0ケトψ，

　　　　　　　川”，〃，〆，ψ”）（上9）十≧O．

Pmof　of　Theomm3．1

　　　We　use（2．5），（2．6）and（A．4）to　obtain

　　　○く亙［。十士〕lg（。士）1・1911一・÷〕1（！・〃皿刈→0

Then，by（3．2），9can　be　rewritten＆s

α∫　f→oo．

州一
ｬ・一中（11・÷・同列，

whereぼ士｝is　the　response　to　the　constant　contro1Σ一 By　Theorem　A，3，we　have

・ル五［r・一1口・刈（1一帥f・÷・丘・・（市fl・

Hence，by（A．4）

（・ε一・）（・）・小〆〕士／（1一徹一個・÷（叶・同／刈

　　　　　　　　　　　　　　　1κ一φ（Z）1ε”　　αllあllε（1＋”）
　　　　　　　　　　　　≧
　　　　　　　　　　　　　　　（α一α。）ε十1　（α一α。）ε十1

　　　　　　　　　　　　　　一εC（1＋工）
　　　　　　　　　　　　≧
　　　　　　　　　　　　　　（α一α。）ε十1

for　some　constant　C＞O，independent　ofε．Thus，we　get

　　　（mε一9）一（”）≦C（1＋”）ε．

ByLe㎜aB．lwehave

（B．2）
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　　　　mε、．、、（”）一批E、，（”）」≦；　sup　亙［e一π　（肋ε．．十、一9）一一（m臣，．一9）一1（”τ）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　互∈々∈∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　≦（ε冊。。十ε胡〕C（1＋∬）．

Therefbre

　　　　Σlm、、、、一m且、コ1」≦cΣ（ε咄。1＋ε押）＜oo．

　　　押ヨ1　　　　　　　　　　　　　　　押＝1

This　yieIとs　that｛mε，、且is　a　Cauchy　sequence　and　mε．．converges　to〃inβ．

　　　Now　we　show　the　viscosity　property－of〃in　the　sense　of　Deinition　B．2．

Letψ∈C2（0，oc）and”＞O　be　the　minimizer　of〃一田．We　may　consider　that

　　　ル）一田（π）＜～）一9（μ），∀μ∈百（”，δ），9μ，

where別エ，δ）denotes　the　closed　ba11centered　a㍑with　radius・δ．By　the　above　argument，we　see　that

　　　硯1、．→〃unif0㎜1y㎝別”，δ〕．

Let”押∈別∬，δ）be　a　minimum　point　of脇丘，、一¢．Ex位acting　a　subsequence　if　necessary，we　have

　　　∬押→κ，m信．コ（”）一ψ（”〕≦；m、、、（”丑，〕一9（工咄）．

Hence，by（3．1）

　　　　　　　　　　1
　　　一αm直．．十　　σ2エ2ψ”一μ”ψ’十κz＋ノ止（ψ’）”　　　　≦01
　　　　　　　　　　2

P…i・gt．th．limit，÷。。。。th．t（i）i。。。。i自。d．（ii）i．imm．di．t。丘。m（B．2）．

Fina11y，letアbe　the　maximizer　of〃一¢，andア押be　the　maximum　point　of　m。拙一田such　thatア押→ア．

Then，by（3．1）

　　　　　　　　　　　1
　　　（一雌・・2σ竹”一μ岬’・κ糾”）・）（脇1・一・）十　・0・

Passing　to　the　limit，we　obtain（iii）．

Pmof　of　Th60mm3．2

　　　By　Theorem3、ユand　the　Asco1i－Arze1主theorem，we　can　obtain（3．3）if

　　　　・・pll・二’1川、，㎡〕＜。。f・…y0＜・＜d－

　　　○くεく1

Changing　the　vaエiab王e　byひ＝1og∬in（3．ユ）and　setting兵（μ〕＝m。（召型），5（V）＝g（e田），we　get

　　　一雄・去σ・炎”一（去σ・・μ）〃…〃・一・）…÷（ポδ）L一・i・・。

To　prove（B．3），it　suf丘。es　to　show　stepwise　that

　　　　・upll（刈11王／｛。〕＜。。，

　　　○くεく1

　　　　・・pl（ハ211市〕＜。。，尾≧1，

　　　○くEく1

　　　　sup1川1州別＜・。，

　　　○く直く工

（B．3）

（B，4）

（B．5）

（B．6）

（B．7）
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where31＝（α，う）．⊂R．We　set　B1：＝（α一1，ろ十1）．Then，by（B．4）

　　　∫”＝G（μ，∫プ）　in　B1，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．8）

where　we　suppressεof兵and

　　　～ハー素／州去σ・・μ）∫・一・一州刈・一÷（∫一δ）1

By（B．2），we　obse岬e　that

　　　10（V，ズ∫’）1くC（1＋1プ1），　μ∈B／，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．9）

for　some　constant　C＞0，independent　ofε．　Letη∈C8（B1）be　such　that　O≦；η≦1　on　Bl　andη＝1　on

B．Mu1tip1ying（B．8）by一η2グand　using　integration　by　parts，we　get

　　　＋舳一∫・W・・ア1州く・（・・ル州）・

　　　By　Theorem3．ユ，we　have

　　　llm、、．一〃1！≦c，

so　that’

　　　O≦兵一、（μ）＝m、，．（召”）≦1リ（e酊）1＋　m。，、（〆）一〃（〆）1くC（1＋e”）．　　　　　　　　　　　　　　　　　（B．10）

Using　a　simple　re1ation　l〃1≦（θが十θ…1〆）forθ〉O，we　have

　　　∫（舳）・吻・・（・・∫戸（1・榊，　　　　　　　　（・ユ1）

which　imp1ies（B．5）．　Substitutingプη2intoηof（B．11）we　get

　　　∫（ハ・1物…

By　induction，we　obtain

　　　∫（｛伽・，

which　yields（B．6）．

　　　To　see（B．7），we　setψ＝（プ）2and∬（ひ）＝2ジG（μ，ズプ）．　By（B．8），ψso1ves

　　　ψ’＝H（v）．

Hence，by（B．9）

　　　ψ”＝H’（V），　∬（ひ）≦；C（1＋1∫一2），

and，by（B．6）　with凪rep1acing　B

　　　〃∈ム2（B1）．

By　vi血1e　of　the　H61der　estimate　for　the　so1utionψ［11，Thm8・24，p．202］，we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－35一
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　　　llψ11川別≦C（1ψ11王・｛月、〕十il〃」1山、〕），

which　yie1ds（B．7）．　The　proof　is　comp1ete．

C　Optimal　Policies

　　　　In　Appendix　C，we　prove　Theorem3．3and　obtain　optimal　exit　and　investing　pohcies．

Pmof　of　Theo冊m3．3

　　　－First，we　take　some　constant　C’＞O　such　that

　　　（1＋∬〕γ≦C’（1＋が）

forall”≧0．Thln，byLe㎜aA．2and（B．1O），wlhave

　　　　sup万［l　e■岨mε，，（”τ）1γコくsup万［e一砒Cγ（1＋エ、）γ］

　　　　τ∈∫　　　　　　　　　　　　　　　　　τ∈∫

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　くCγC・’（1＋sup亙［e一π∬7コ）＜co．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τE∫

Hence，byunifo㎜integrabi1ity，Ito’s　fo㎜u1a　gives

亙［・一ψ）1一・川・万［∫τ・一一／－1・…・去1W・（1’一！）州1川

　　　　　　　　　　　　ψ）一心一～一1（・f））刈・

Lettingε刊→O，by　Theorem3．ユ，we　deduce砂（∬）≧∫（z，τ）for　all（2，τ〕∈λx∫．

　　　Now　we　consider

　　　似＝（加パ（州一・）〃1＋似舳，刈一”．

Sinceλoパ　is　bounded　and1oca11y　Lipschitz，there　exists　a　unique　so1ution｛”戸｝to

c1ear　that　K～＝”～／。Pf　solves　（3．6）．　Let

　　　τリーi．f／1・0：砂（剛一ユ（1・㌶）・。（洲，ト1，2，．．、．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　レ

By　Theorem3．ユ，we　deduce

　　　　　　　　　　（C．ユ）

（C．1）．　Then，it　is

亙「∫㌦一～…・〔小1く小一一（・一（・一｝（・十・）））一・刈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・小一ω（一11い1・÷）一（1・刈刈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝O　　　　for　suf丘。iently1arge　m．

We　setτ五＝inf｛丘≧O：刀＞R　or功＜1〃｝for沢〉1andデ＝τ月くτリ．

Applying　Ito’s　fo㎜u1ato召一㌦．．（刈，wehave
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ルー㎡・川一・…（1）・五レ㌧一㎡／－1・一・榊・（／・パー！Ml…刈

　　　　　　　　　　　　　　一1ル小一一／（1－／（／・小・三、（1・j一・）一／1…刈

　　　　　　　　　　　　　　　　十中一一／／・パー／・・l／・・ll…刈

　　　　　　　　　　　　　　一1川一小・一・（／－／（・1）〕叫小・一w－／・・州…刈

　　　　　　　　　　　　　　　　一心一‡／／（／州））一／（／・・州励1

for　sufficient1y1arge　m．Taking　into　a㏄o㎜t（B．3），we　apply　the　Ascoli－Arze1主theorem　to　obta｛n

　　　　勿1．、→パunifomly　on［1〃，R1．

Letting例→oo，R→oo，and　thenレ→oo，we　deduce　thatτレ↑τヰ，and

　　　　ルー一ル）1一州一亙［∫『｛一／（小州1一

This　yields∫（ピ，τヰ）＝〃（”）， compIeting　the　proof
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