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そのため散乱波のと散乱波は互いに独ななソリトンノゴ科式で記述できるという点である

ここで

-11i域がソリトンのスケー lレよ りもはる

初期状態が分かれば逆散乱法によりその後波の発展を記述することがnJ能で、ある.

イミより(localized inholl1ogeneity)とはロI所的不均

序論第1章
かに~)~し可能開に JB31'E していることである.

以上のように非線形波動に閲するソリトンの散乱の研究は多H[f1jに渡っているが.非線

形媒質巾の波動と物体の相互作用‘とくに物休の運動についての研究はこれまでほと んど

しかし実際には水路上に浮かぶ船の運動や.音響波とヒストンの相互作用ないとし、えるZabusk\ヘ Krllsk~l の非線形格 jこソリトンの発見以来 [1]. ソリトン物内学は非線形物ll~/Iの

プラズマr:jJの何電物体の運動など波と物体が相正作用する系は数多 くィ雪えられる

になって，著者らは 2次の非線形媒質について初めて数値実験を合めた研究を行った [21]. 

最近

これは Iizuka.¥¥'aclatiらの KdVソリトンの散乱理論を用いて新たに物体の運動を記述し

ここでは特に代表的なソリトンモデルである KdV方程式と mKdV

さらに KdVソリトンの散乱理論が正しいこと また人射波がKdVソリトンのとき.物体の

運動を線形的に記述できることを数値実験によ って確かめたものである.本論文のI]的は.

さらに3次の非線形性も含めた、ソリトンの可動物体による散乱の包抗的解析である.特に

逆散乱j去を駆使した非線形波動の解析法を提出するとともに.数他シミュレーショ ンを用

いてその検証を行う.

ソリトンの方程式のr-11でも最も法本的な Kd

H程式の初期値問題が Gardnerらによ って逆散乱法を用いて解けることが示され [2].I(d

}j程式の Nソリトン解が逆散乱法をもちいて ¥Yadatiらにより具体的な形で求め られた[3]

さらに非線形シュレディンガ一万程式 (~L8 ) 方程式や変形 KdV 方程式 (nlKdV) 方程式に

も同様な}jy去が適用されるにあたって.逆散乱法は KdV方程式だけでなくも っとjよい範阿

j去を用いて示され.1長々なソリトン)j

ン}]程式は.ただ単に口J積分系であるというだけでなく .Taniutiによ って開発された逓減

県動j去によ って.非常にひろいクラスの非線形媒質に適用することができ.ソリトンが)1三線

これらの KdV.~L8. mKdVといったソリト

の非線形)jれ式に適用されることがAK:¥fSなどの

科ェにが発見され.研究されることとなった

つになった.Iドでも、非常に日発な分野の

方程式に支配される媒質に物体が置かれたとき.媒質を伝わるソリトンと物体との問の相

体的には散乱波から牛.成されるソリトンはいくつか?それらの振'11日はどうなるのか?また、

本論文では、非線形媒質中における物体の配置法は、以下の図に示すようなの2つの場合

ソリトンが物体によってどのような散乱を受けるのか?具

その際物休はどのような運動を示すのか?これらを、逆散乱法から導かれる結果と.力学モ

今後 caseAと呼ぶ(図

一ー由-+-

ひとつは無限長の媒質中に物体が位置している場合

デルによる数値実験の両面から考察する.

互作用の理論的な解析を行う.

一一---+

を考える

)杉性と分散性の釣り合う系における普遍的な現象であることが明らかになった [7] 具体的

な例としては底の浅い水の表面波や‘弾性管中の流体の運動.プラズ、マの中の荷電粒子の運

このようにソリトンが自然界における重要な要素の 一つであることが明らかである以ヒ

ける研究だけをとってみても.実際に過去に行われた研究として.Sugimotoらによる流体

LS、KP.KdVなどの方程式で、言己のソリトン散乱[11][12]やIizukaぅWadatiによる

述される系における散乱理論 [14][15][16][17]などがある.8ugimotoは底の浅い水の表面波

系にお

動.LC梯子型回路7光ファイパー中のレーザーの伝播.生物の筋収縮などがある.光フ アイ

バー中のレーザー伝搬については通信分野への応用が可能なまでになってきている.

ソリトンのさまざまな系における振舞を研究することは非常に重要である.不均

A連の

medium medium mcdium 
またで底が不均 ーになっている場合に、ソリトンがどのように散乱されるかを研究した.

Iizuka， Amieらは非線形格子中に不純物がある場合の包絡ソリ卜ンの散乱についてシミユ

-Eノ・
h
u
，，，
 

••• 
‘‘、

(a) 
L8ソリトンに関する散乱理論が正しいことを証明レーションを行二い‘ Iizuka，V¥'adatiの

ase A、後を casc東初を図1.1::境界端非線形媒体中 (a)またはその端 (b)に物体を置いた

Bと呼ぶことにする.

-t生が適当に局在している局所的不均一系にお

その結果3入射波

要な点は、イミ均

いては逓減摂動j去を拡張することにより‘非線形波動の散乱が解析でき

した[19].これらの理論で



「
d 

1.1 (礼)).もうひとつは‘ド無限長の媒体端に物体が位降している場令 同線に刊行や BとIJ手ぶ、

(1文11. 1 (h ) )である.)J学モデルとしては媒質は非線形格(の述統体制限を採川しまた物

体は格子ql の非常に.~い不純物であるとする.このとき.格子の運動は BOll s::;inc引q~Uの非

線形波動H科式に文配され物体の運動は波動の境界条作ーから決定できる.さらに‘入射波

と散乱波が独立なソリトン方程式を満たすことを示す どのようなソリトン)j利式が導か

れるかは媒質の非線形性に依存する 2次の非線形性の場合はKclVJJ紅式で、あり.3次の非

線形性ならば変形KdV(mKdV)方程式である.境界条件を用いることにより.人身、J{皮が与

えらるれと 1物体の運動を求めることができ、反射波、 caseAの場合はさらに透過波の「初

期条件J導くことができる IくdV方程式や変形KdV方程式は完全日J積分系で、初期イ1ft問題

は逆散乱法で解くことができるので.原理的には散乱波(反射波.透過波)のダイナミクス

が決定できる

本論文では以上の理論的シナリオを基にソリトンの不純物による散乱を調べる.第 2章

では2次の非線形媒24rを扱う.入射波として KdV方程式の 1ソリトン解を用いて‘物体の

通勤、散乱波の初期条件を不完全 β関数を用いて解析的に求める さらに.初期条件から

KdV)j科式の補助線形方科式であるシュレディンガ一方程式のスペクトル問題を数値的に

解く.得られたスペクトルデータから.散乱波のソリトンの個数やそれらの振I隔を求めるこ

とができる.さらに.格子のダイナミクスを直接シミュレーションすることによって両者の

比較を行十以上の解析を caseA.Bに分けて行う 第 3章においては 3次の非線形媒質を

解析する.入射波として， mKdVソリトンを仮定し同様の解析を行う.ただしうこの場合は

散乱波に通常のソ リト ン以外にもブリザーが発生するのでここで注意しておく 第4章で

は本論文の結論および議論を述べる.
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のように質量分布を与える.物体は O呑Hの粒子により表されている.物体の運動方程式

(2.4) 

は次のよう になる

A守=ィ(支I .r= - o 一割 ，~+J
… ん l

111古ヂニ-K531-O(case B) 
ここでYOは物体の変位である方程式 (2.4)では高次の項は落 しである また長波長条件を

考慮にいれる事により ，Yo 竺 Y~ l は

理論 (2.5) νo = yl.r=-o = yl.r=十O、

モデル方程式

2.1 

を満足する.連続条件め(t)=υ(ιt)によか格子波 (2.1)はBous!)Ine判明のh'程式2.1.1 

(2.6) YX.T十2αYxY.r.r+土Yx
12 

I 
r.2 Ytt 
しO

非線形格子 (1主12.1)のj番目の粒子の運動方程式が以下のよ うに号えられた場合を考える

mJ 2竺斗f=￥4与t= K {[(伽ν約伽いJ汁川+1一νめω附Jパ山)汁十刊叫α叫州(ω伽νめ伽J汁州j+1-一1-に一ν的川v的Jd{~ CL¥"J 

(2.7) 反
日Co 

(2.1 ) 一[(:Yj-Yjー 1)十円(Yj-Yj_l)2十 ]). 

また方程式(2.6)の下付ここで分散量jは連続量zに書き換えたえられる [17]により

K.O:はそれぞれパネ.及び非線形定ここでめ・ 77]JはそれぞれJ番目の粒子の変位と質量
き添字は対応する変数で偏微分する事を示している.方程式 (2.6)では，高次のオーダーの

非線形および分散項、は省略しためがBoussinesq}j程式を満たす事は容易に示すことがで
j+ 1 4

E
E
--
・・・・・・
d

きる.Boussinesq状方程式 (2.6).境界の運動 (2.4)そして境界条件 (2.5)は非線形媒体と物

体の聞の相互作用の記述の典型的な系である.

本論文においては、いわゆる弱非線形ヲ弱分散近似を採用する.従って、ソリトン物理学に

おいてしばしば採用される逓減摂動法をここでも用いる [7].つまり ?群速度で動く座標系

しを導入して非線形性と分散性がつりあうような変数変換を独立変数およびを導入する.
-
a

門
V
什

円

l:M-1 
かし?注意せねばならぬのは入射領域においてはう反射波と入射波が混在しそれらが逆の群

速度を持つということである.そのために?我々は 2つの波を記述する別々の独立変数を導
図 2.1:非線形格子.めは自然長(粒子に力が加わっていない状態)からの変位である.

入しなければな らない [14][17] これはうソリトンの散乱を用いる際の共通した手法である.

)、半無限長 (caseB)それぞれについて解析を行う .以下無限長 (case

(CRse A) 2次の非線形媒質におけるKd.Vソ

トンの散乱

第2章

無限長媒質(2.2) 

数であるそして無限長媒質 (caseA)では

(mo=M 
2.1.2 

Case Aの場合は、物体の入射側とその反対側をわけて考える.まず左側の領域x<Oで

と (2.8) 

は入射波と反射波が混在することを考慮に入れて，次の新しい独立変数を導入する.

ε(X-cot) . 

(2.3) 

(jヂO，m<<M)、

(j < 0， m << 111). 
(j > 0)， 

のように、そして半無限長媒質 (caseB)では

M

m

o

 

一一

一一
一
一

m

m

m

 

/
1
1
1
1
J九
1
1
1
11



2.1. 用品 10 第 2章 2次の非線形媒質における I心l¥'ソリトンの散乱9 

ご ご(:ア十lot)

~1'ァく 0)
24 

境界条件 (2.4).(2.5)から.人射波.反射波.透過波間の i二()における関係を得る下ができ

る[17]
7 

(2.9) 

(2.10) 

ここで.εは分散'1生と非紘形性をぷす.無次元の小さなパラメターである.従属変数μ1(ξT)、U11 (ζT) 
ψ7'(E，.0) 一川fバ rJrr (とf 的 (2.21) 

rJr H (~. O ) ψ1 (_~ . 0) -rJrT( -~. 0) (2.22) 
2ηl 

(2.23) 
=111 

については以下の変換を行う .

y(ιt) 一二[ピ(c.T) + uR (~. T)] (2.11) 
4Ci' 

(2.8) (2.10)より

θ θ θ ε3δ 
δl'→ εδと+ε一δc十 24θァ (2.12) 

θ δ δ 
一→ -εCo~ +εCo ・ (2.13) θt --v8c ， --voc 

もし入射?&rJr rが与えられれば ψTと rJrRの初期条イ午を得る事-ができる.Kd¥' )5'科式の初

期値問題を解くことにより透過波 ψT( E， ・ T) と 反射波 ψ R(~.T) を情成する事ができる.物

体の運動は

2 T(' rl rt' 

的(t)= 二二\~r I I rJr R (εc〆'.O)dt"dt'
2α.11 J-x J-

で与えられる ここでνo( ∞)= .i;o( -x)ニダo(一∞)=0とした.

(2.2-.l) 

式 (2.11) (2. 13 ) を (2 .6 ) に適用すると • E.3を含む項は互いに打ち消し合いOになる.♂の

瓜よ り次式を得る [14] 2.1.3 半無限長媒質

百-6 rJrl rJrt + rJr[cc = 0 (Tく 0)

げ-6 rJrR庁+鳴=0 (Tく 0)

rJrJ(C，T)=イ)

が(Z7)=ur)

この場合つまり(、aseBでは片側Jx< 0についてのみ考ればよい.同級の変換 (2.8)(2.11) 

を適用すると KdV方程式 (2.14).(2.15)を得る 境界条件 (2.4)， (2.5)そして波動方粍式

(2.6)から次式を得る.

(2.14) 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

λf 
7JUη = -yx (at x = 0) (2.25) 

注意すべき は，rJr rおよび rJrRはそれぞれ.入射波と反射波に直接関係する波動であり 7そ

れぞれが独立な KdV方程式を満たしていることである.

次に右側の領域x>Oではうここでは透過波のみが存在するので.方程式(2.11)の代わり

に次のuT(ξァ)を導入する

ここで高次の項は無視した.式 (2.11)と変換(2.12)により ‘方程式(2.25)は次のように書き

換えられる.

m 
円十 PZ-J17(PI十戸). (at T = 0) (2.26) 

ここで T = :1: = O. f， =ーと =-cotが満たされていることに注意すると.方程式 (2.26)は

rJrR(T=O)について容易に解かれる

y(x，t)二一子'uT(ごうT)
生α

(2.18) 
ρ(~.O) 二 rJr l ( _乙0)

さらに|百j機に + μ415バ rJrJ (とにO)dご (2.27)

Case Aの場合と同様に KdV方粍式を解くこと により?入射波から反射波を構成する事が

できる.さらに，物体の運動は

lliT = 1fT -""c' (2.19) 

を定義すると以ドの KdV方程式を得る c2 J( rt rt' 

加(t)=右云ん人[rJrJ( _εcot"，O) 
+rJrR(εc〆'.0)]dt" dt' (2.28) 

ハ
U一一C

』

T
正v
l
 

十T
E
 

S
 

T
 
ゆ
Y
に
U

T
 TV 

(ァ>0) (2.20) 
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とうえられる

2.1.4 物体によるソリトン散乱

この節では.2.1.2‘2.1.3節の結洪を.物体による KclVソリトンの散乱に適川する.人身、I

波 ψ1(C". T)が lソリトン解のとき について考える.

V州内(伝と 7什←)ト=一h収似川川C∞仙げch2ぜ川2l日同任ιA(伝山5
エ式に(ρ2.21り).(ρ2.22幻)および (ロ2.27η)を解くことにより.初期条件

V竹(C"μ刊O的)二一-2伺山

円 IA一
戸(~. 0) = -As叫~V '2~ と

+2吊 Ile-J1c叫志十1一方十1)(case A) 

ψ尺(ζ0) -Asech2岳
山 -!fE品川志+1一品+1) (case B) 
e-J1c ev1E 

v 
e-J1ç 十 eJEz-eJEZ+ρ-~Ë

を得る ここでBv(x.y)は不完全ベータ関数である.

川 yω/け)= 1a
v

ル1a
v

tx-1刊乍(ο1一 tのが)yν→ 

(2.20) 

(2.30) 

(2.31) 

(2.32) 

(2.33) 

(2.34) 

式 (ρ2.24叫)1 (ρ2.28め).(ρ2.30的).(ρ2.31リ)(ρ2.33幻)を用いる事によりか.入射ソリトンが街突している問

の物イ体本の運動を検出することがでで、きる Case Aおよびび、Bに対する結果をそれぞぞ「れ図 2.2，

2.6に示す よく知られている KdV万程式の初期イ値直問題は逆散乱法により解かれ?ソリト

ンの生成はシュレディンガ一方程式の不連続固有値つまり離散スペクトルの検出により決

定される.

簡単に述べると .KdV方程式の初期値 ψ(乙0)をポテンシャルに持つシュレディンガ一方

程プ

争cc-[ψ(乙0)一入]φ=0 (2.35) 

12 第2草 2次の非線形媒質における I¥:dVソリトンの散乱

の離散I古|有他入 をもとめる.φ(ご)は波動関数で、ある.この同有イ出入は初期値からI1三成され

るKdVソリトンの振IIJ討の半分であり無限遠)jT cx:..で、生成されるソリトンは.

改(C".T)= - 2入 SCChL[~(ç - 4/¥T) -ご0] (2.3G) 

であり離散|司イT1J-(の数は生成されるソリトンの数に等しい

ポテンシャ ル (2.30) (2.32)に対して QL法アルゴリズムによ りスペクトルを計算し

た Case Aの結果を図 2.4.2.5の実線で.('8S0 Bの結果を凶 2.8の実線で、ぶす.グラ フは

l' = 2m/ε1'11の関数として拙かれている これらの結果から C8SE'Aの透過波 ψT(ξT)では

物体の質量が非常に重い場合 (μ が小さい場介)3つのソリトンが存化し物体の質註が粍く

なるにつれかiの他が人きくなるにつれ)て.2つ.1つ とソ リトンの数が減少し生成 さ

れるソリトンの振幅は増加することが予測される.また CaseAの反射j皮ψR(c・T)や Ce1!→e

Bでは物体の質量にかかわ り無く lつのソリトンが生成され.物体の質むが重くなるほど

生成されるソ リトンの振幅は増加することが予怨される.

2.2 数値実験

この節では.前節で得られたソリトンの散乱現象の、離散スペクトルからの結果を検証す

るために.もとの非線形媒質系を直接シミュレーションする.具体的には‘ Boussinesqタイ

プの方程式 (2.6)で支配される非線形媒体と非線形媒体につながれた物休の相互作用を実現

する非線形格子を用いてその運動ノ7程式を解く この相互作用は接続条件 (2.4)及び (2.5)

により去される格子モデル (2.1)(2.3)は境界条件において以上で述べられた系として考

えられる よって、非線形格子モデルを用いその運動}j程式の数値計算を実行することがで

きる.また人射波は KdVOnc-Soliton解とした.One-Soliton解の Boussinesq方程式の仇

に対する式は以下のように与えられる.

Yx(x， t) 

C 

ABsech
2
[ j2aAB(x -ct)] 

Co (1 +守)
(2.37) 

(2.38) 

ここで‘ ABはパラメータで，Boussinesq座標系でのソリトンの振IIJMである.入射波の KdV

ソリトン (2.29)を計算すると、微小パラメータ εは次のように与えられることがわかる.

ε=押 (2.39) 
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人身、ti皮を KdYソリトン (2.29)とし初HjJ条件以.r.t)および /}I(J・t)を次のように与える

.lJ (.r. t) ト
九
一
口

引
ト
ι¥出
川

J
1

一2

d

山
江
口

品川一品 (2.41 ) 

(2.40) 
0.05 

0 

-0.05 

-0.1 

-0.15 

-0.2 

-0.25 

-0.3 

-'0.35 

-0.4 

-0.45 

-0.5 

グI(.t. t) 

十各 fJJ学系的 (t ) のなかでは.連続変数 r は次のように雌散変数 J に I(I~ き換えられる

川州=云訂叶Vι2川叫叶hベ(手引刊[(い(や1一主引)トトト)-パ一イ寸C句O

f = 一干任品S叶千引刊[(いト(やトlト一守引)Jトjト一叶C匂ωイOば011イl
ソリトン散乱をシミユレ一シヨンするには非常に多くの時問が必必、要要-でで、ある なぜぜ、ならG.反身射、十I 

(2.42) 

(2.43) 

または透過波中において生成されるソリトンとさざ波を分離しなければならない これに

必安な時間がε-:3のオーダーである よってεをあまりに小さくすることは知一しい.しかし，

εは近似の精度を良くするために小さくなければならない.数値計算 (2.1) (2.3). (2.42)司

(2.43)に対する数値計算のなかでε=0.06. m = 1. A = 1. !(二1.() = 0.09. t二-500に

設定し 111を変化させた.式 (2.1)に対する数値スキームとして加速度項を

d2Yj(t) Y;+l-2り+ν;l
dt2 (iJt)2 

第 21予 2次の非線形媒質における Kd¥'ソリトンのifML

Motion of The Object 

ー _Simulation_ 0 

Theory -

o 200 400 600 800 1000 1200 1400 

図 2.2:人身、I波がKclV1 ソリトンの場合の物体の運動 (CaseA)菱形はコンピュータシミュ
レーションによ り計算された物体 .1)0の値.実線は理論値.

司様に.物体の位置(初期条件)での透過波及び反射波の運動は‘不完全ベータ関数により

計算された理論値 (2.21)及び(2.22)と一致している. 卜分に長時間の後、生成されたソリト

ンと放射はそれぞれ分離する.μ=1.0に対する散乱後 卜分時間がたった場合の概形を区|

2.3に示す.また生成されたソリトンの振IIJ面と数を検出した(図 2.4，図 2.5) 透過波(図 2.4)

(2.44) 

とした Verletの万法を使用した.ここでsは整数でり三 Yj(siJt)である.この計算を通し

てう時間ステップL1tは0.025に設定した.

2.2.1 無限長媒質 YX 

初期条件 (2.42)，(2.43)に対して.運動方程式 (2.2).(2.1)を解く .ソリトン散乱中ゥ物体の

運動を Yo(t)の時開発展で検出する.結果を図 2.2でしめすがう菱形が理論値である実線に

非常に良く 一致していることがわかる.

[二・

reflected 
〈二コ wave 

transmitted c:::::> 
wave 

• 
凶 2.3:μ =1.0のときの反射、透過波の概形黒矢印は生成されたソリトンを示している

では?μ>1.0に対して 1つのソリトンのみが生成され、 0.15<μく1.0および l'< 0.15で

は2および3つのソリトンがそれぞれ検出された.反射波(閃 2.5)では1つのソリトンのみ

が存在する.図 2.4(透過波)と図 2.5(反射波)のダイヤモンドで示された振幅は逆散乱法に

基づく理論値(実線)と非常に良く A 致しているのがわかる
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~ 0.1 
ω 
〉

4-J 
吋

ω 
口三

む
に
判
吋
【

ω出

0.01 
0.1 
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第2章 2次の非線形媒質における IくdVソリトンの散乱

Amplitude of Soliton 
1 

Simulation 。
Theory 

μ 1 

図 2.4:Case Aでの透過ソリトンの振幅検出された透過波中のソリトン振|陥?ここで人射

ソリトンの振l隔は lである.

図 2.5:Casc Aでの反射ソリトンの振rlJ面.検出された反射波中のソリトン振幅‘ここで入射
ソリトンの布三幅は 1である.
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半無限長媒質

数イIII~ 尖!投

2.2.2 

つつ

この場令も以ドにぷすようにシユ レディンガーfR114長の場合同様に数11{{'}ミ験を行った
物体の

j皮の概形と生成されるソリトンのJJi<IIJ品を 12-(12.7及

-致を代ることができたjjFbTのスペクトラムから得られた理論他と非常に良い

運動は|ヌ12.6では変形で怖かれている

Amplitude of Soliton 

Simulation 
Theory 

1 

0.1 

8
5判明
【
(
同
何
回
〈

む
〉

3
司
-
m
w
、肖

Motion ofThe Object 

図 2.6:Case Bでの物体の運動.入射波は KdV1ソリトンである.縦軸は物体の位置仰を

示し横軸は時間tを示すパラメータ μは0.1である.

び図 2.8にそれぞれ示す.

1400 

Case Aと同様反射波では 」つのソリトンが生成される

1200 1000 800 600 400 200 。

。
-0.1 

-0.2 

ー0.3

ー0.4

-0.6 

-0.7 

ー0.8

-0.9 

-1 

ー0.5

1 

反射波によりもたらされたソリ トンの相対

μ 0.1 

図 2.8:Case Bにおける反射ソ リトンの振幅.

振|幅入射 ソリトンのJ辰幅は lである.

図 2.7:散乱後の波の概形

〈二コYX 
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2.3 結果と今後の課題

本章では 2 次の非線形媒質における非線形波動と物体の~;II 7 {~ fl~ H Jを解析した j三波長側

限としてかL用性のある Boussincsqタイプの万程式 (2.6)を満たすJI:線形媒質を考えた物

体と のキli 正作川は境界条件 ( 2. 4 ) で うえ ら れる.さらに.これ ら を実現するか学系として、 ) I~

線形格子(2.1)で質量分布(2.2)および(2.3)をもっ系をモデルとしてJ来月jした.キJ;栄として¥

入射波が与え らた時の散乱波のダイナミクスは;KdV)f杭式の初期他問題に還元されるこ

とがわかった.特に，物体によるソリトン散乱について逆散乱法による聞論およびシミ ュ

レーシヨンの両面から解析した.生成されたソリ トンの振幅を検出し両者のよい一致を得

た.これは.孜々の知る限りでは.ソリトンと動いている物体の相正作用を解析した 最初

の研究である ここで用いた手法は非線形格子に限られたことではなく.流体系 例えば運

河の中の船の淫動や.非線形青響波とピストンの運動相互作用など 2次の非線形性を有ーす

る広いクラスの物理系に対しても適用できるものと考えられる.
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この i辛では 3次の非線jf;媒ffにおける.ソリトンと物体の相互作用を角11=析する ，'jIJ l'江戸Jr長

非線形絡 jゴモデルをmし、る

3.1 理論

3.1.1 モデル方程式

ここでは非線形俗 j七モデルの.粒子の運動方程式を次のようにおく.

7J 2f4斗:三与与子Lニ 刊 U的伽いJ汁川+刊l一 U的ωYJ)+け川)汁+刊川，f戸川2
diγ -
-[(νj - YJ一1)+O2(YJ一的 d:3十 ]} 

(3.1 ) 

この式と式(2.1)は粒子の働く力の非線形特性が異なっている.この式に対して.連続体近

似を行いう jをめ(t)=以z、t)と連続変数に置き換えることにより次式を得る

1 かtL ν口十日三(Yx)"1.Yxx + 12 Yxxxx (3.2) 

以下前章同様に、 caseA， B 2つの場合に分けて.さらに入射波と反射波の群速度が逆符号

を持つことに注意して摂動j去を行つ.

3.1.2 無限長媒質

バ(3.2)に対して Z く Oの領域で KdV方程式の場合と同様の変換 (2・8)-(2.10)を行う.

ただし従属変数については

的、t)=一」-{uI(乙T)+♂(乙T)}
ゾ6s

(3.3) 

22 
第3章 3 .:)，くの非線形媒質における変JI=;Kcl¥'ソリトンの散乱

という変J奥を行う この変換により mKclV)J科式を{与る

叫+G(ψI)2SJ+45=0 (アく 0)

げ+G(μ) 2 lJrt十時e= 0 ア<0) 

tJ;1ニ uJ

tJ;R =υ 

また透過波X>Oの領域でも

的 t)= ーすT(~ . T)

を導入して透過波に対する mKdVノ7程式を得る

ψf十 G(lJrT)2ψ[ + lJr{cc = 0 

lJrT = υT - Uc. 

(T > 0) 

(3..J ) 

(3.5) 

(3.G) 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

境界条件 (2.4)、(2.5)から入射波.反射波透過波間の x= 0における関係 (2.21)、(2.22)・
(2.23)を得る KdV系同様.入射波 ψIが与えられれば.ψTと lJrRの初期条件を得る事

ができる また mKdV方程式の初期値問題を解くことにより、透過波 ψT((・T)と反射波
ψR(三ァ)を構成する事ができる.物体の運動は

ソpK rt rt' 
的(t)=説副ムド(ε山 (3.11 ) 

でうえられる

3.1.3 半無限長媒質

KdV方程式問機.境界条件 (2.4)・ (2.5)ヲ波動方程式 (3.2)より、式 (2.25)を待る. また

(2.26) (2.27)も同線に得られる.そして物体の運動は

pfぐ rt; ，.tl 

的(t)=元治ムム[lJrI(_吋 '.0)十戸(εcot"、0)]山 f
(3.12) 

となる.
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3.1.4 物体によるゾリトン散乱
入は KdV);れ式の場合と異なり 純虚欽.もしくは応軸対称、に現れる.通常の問ch引のソリ

トン解の場合には 入は純虚数となる また!走中111対材、のlZ4にはブリザー解となる入が純血数

のとき入 Uiとおくとソリトンは
入射される波がmKdV1 SolitOll解

IjJf 二二 AψscchAψ(と-A~T). 、、11'J
守

J
t
E
E
E
A
 

什

t
u

ψ( c. T) = 2 f， s(でh(2/UC:- 8fi3T +と0) (3.2--1) 

のときについて CRSC'A. Bそれぞれの物体の1'L置で、の波形は (2.21)・ (2.22)・(2.27)より
となる.つまり凶イT債の虚部の 2惜の振11I日を持つ また入が点車11Ikf称な場介入=士川十川2

とおくと

tJ;円~ . O )

川 fBl'(止生十1一生生十1)
L ¥2Aψ 中μtJ! J 

+品Bl'(仁竺企竺十刊l一ι竺企竺十l叶}リ1.(仰Cω礼柿附S
" 2Aψ 2Aψ)  J 

，Ffn/ll+A P B1 μ + A ψ~ 1¥ 
A問 、hAc-/lf2-IIC I jjr ¥ヲAtJ! 十 i 一万Ai[/ I 1-) 

十B，.(に生+1.-与戸+1 i 1 ， (Casc A) 
¥2Aψ :2Aψ J J 

戸 r"(1L+2Aψ L + 2A ψ ム 1~
= AψsechAパ-j1C-2主l81.¥' 4Aψ+1.-4ん十 1) 
+81) (tL-2Aψ十1._tL-2Aψ十川 (C附 B)
¥ 4Aψ 4Aψ)J  

(3.16) 

ψ7、(c.O)

( 3.1--1) 
tJ!(C.T) '= hT[cosOM1)山 (3.25) -4K2sec 

1 + (κ'2/ h'1)2 sin2 8sC'ch2y 。 2κlc+dT+-;十e. (3.2G) 

Y 2パ2C+づT+ト (3.27) 

。日n-1(κ2/κd (3.28) 

d 8κ1 (κ?-34) (3.29) 

8κ2 (3κ{-d): (3.30) 

(3.15) 

tJ;円E.O)

となる.B1'(.r.9)は不完全J関数 (2.34)である.また

e-Ac eA.c 

1.!二一Ac十 eAc eAc + e-Ac . 
(3.17) 

という形の解になる.この解の振幅は 4向であり[司有値の虚部の--11帝である.

IくdV方程式の場合と同様ポテンシャル (3.14)-(3.16)について、行列の同有値問題を用

いスペクトルを計算した

Case Aの場合透過波では物体の質量に関係なく虚軸上に lつの固有値が存在した.つま

り透過波では sech型のソリトンがlつ存在する.その値から計算したソリトンの振幅が図

3.3の実線である物体の質量が軽くなるにつれ透過ソリトンの振|隔は大きくなる また反

射波の理論計算から求めたソリトン振幅の結果を図3.4の実線に示す反射波では物体があ

る質量よりも重い領域(μく1.1)では 2つの固有値が虚軸上に存在する.これは2つのsech

型ソリトンが存在することを示す.しかしこの 2つの sech型ソリトンの固有値は物体が一

定質量より l降くなると虐軸対称、の固有値に変化した.この理論計算の結果からμ>1.1で

はブリザーが存有することが考えられる.

Casc Bのj湯合も caseAの場合と同様に理論計算から生成されるソリトンの振11I日を求め

た.結果を図 3.7の実線で示す.Case Bの場合には物体が重い場合(μ<0.9)3つの同有値

が虚軸上に存在した.このことから物体が重い場合にはブリザーは存在せず3つの sech型

ソリトンが存在すると考えられる また物体が軽い場合(μ>0.9)には3つの固有値のうち

である.

mKdV万程式の場合も KdV方程式同様.固有値問題を解くこと によりその後の発展を知

ることができる.mKdV方程式の場合

ゆlx+ i入φ1 tJt(乙0)<T2・

-ψ(ξ0)仇

(3.18) 

(3.19) ゆ2x- 'l入ゆ2

の国有値を求めればよい.式 (3.18)、(3.19)は変換

φ ゆ1十 UT2・ (3.20) 

(3.21) φ2=のl-'lゆ2

を用いると復素ポテンシャルを持つー対のシユレディンガ一方程式になる

φ1 xx十[入2+ (ψ2+itJ!c)]φ1 = 0， 

争2.rx+ [入2+ (tJt2 -itJ!c)]争2= 0 

(3.22) 

(3.23) 
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このことからこの飢よ或では lつの sechJ\~l ソリ トンと 1

つのブリザーがイ手作すると ィラえられる.

3.2 

2つのIJilイj仇が虚中Ih~.J称に現れた.

数値実験

入射波は mKdV方程式の l-SolitOll解をmしEた.非線形格rにj.Jし数値実験を行った.

Mot工onof The Object 
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mKdV H程式の l-Soliton解のめに刈する項は次のように与えられる

山 )=士ん川
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30 

25 

(3.32) 

(3.3~; ) 

数値実験の初期条件は

y(:I:日£い山ε[(1 ーさを~) x -cot1 

νt(x.t)=士官山ε[(1一年)一ot]
20 

15 

10 

(3.34) ε= J6J~互
凡 ψ

また微小ノfラメータ εは

5 

( 3.3 ~) ) 
O 

F

ヘ}

(3.36) 

Yj (t) = 士キtan-1ex川 (1 主￥剖;主芸引f子引fり)jトトjト日一刊「句O
平=土守山ε[(1-引j-cot] 

の粒子の運動として置き換えると.とうえられる.絡

1400 1200 1000 800 600 400 200 O 

KdV系と同様に時間発展は ε-3のオーダに比例するためシミュレーシヨンには非常に多

|災13.1:入射波がmKdV1ソリトンの場合の物体の運動 (CaseA)菱形はコンピュータシ

ミュレーシヨンにより計算された物体的の値.実線は理論値であり式 (3.11)により計算さ

れた値である

くの時間がかかる.ε ニ 0.1，!{ = 1.0. AB = 1.0， Aψ=  1.0. t二一2000、m = 1にセ ットし

111を変化させた数他スキームとしては4次のルンゲク yタ法を用い時間友1jみ1隔ムt= 0.2 

初期条件 (3.35)、 (3.36)に対し運動方程式 (2.2)、(3.1)を解き 3 ソリトン散乱中の物体の

運動を Yo(t)の時開発展で、検出した結果を凶 3.1に示す菱形が数値シミュレーシヨンの値，

かる

致していることがわ数値シミュレーションと理論値が非常によく

無限長媒質

実線が理論値である

とした.

3.2.1 
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散乱

透過波の[;[[域 (I~I 3めではf'll論によると lつのソ リトンが

Kd¥' }jれ式の場介IriJ紋ji文乱後卜分時間がたってからソリトンのJ辰111品を測定する

後のj皮の村山隊を|文13.2にぶす.

Amplitude of Soliton 

。Theory 
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亡三>
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ロ
】
吋
{
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(
四
戸
何
回

図 3.2:散乱後の波の概形

く主コ

mKdV方杭式は普一致してし】るこれはシミュレーションの結果と非常によく存イEする

〈

0.4 

ω〉
22ω
出

反射波の場合(凶 3.4) には JL~~i命計算に通のソリトン併以外にブリザー解をも っている

よるとブリザー型Solitonが存在する領域(グラフ右側)と、通常の sech型Solitonが2つ存

在する領域(グラフ左側)の境界がμ=1.1付近に存在する 同有値計算の結果を見る限り.

値の虚部の値はそれぞれ呉μ< 1.1においては.固有値の実部はほぼOであ り.2つの回

ブリなっている.しかし μ>1.1では固有値は復素平面上においてほぼ虚軸対称である

ザー型 Solitonが現れる場合、固有値は虚軸対称に 2つ現れることがわかっており.これは

0.2 
致している.実際には固有値を求める際の誤差があるためそ

致しないが図 3.4ではその平均値をと ってプロツ

シミュレーションの結呆と

れぞれの固有値の実部?虚部は完全には

トしである理論とシミュレーシヨンではソリトンの振|隔生成されるソリトンの数ともに

0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 
O 致する.理論とシミュレーションの値が非常によく

μ 

図 3.3:Case A での透過ソリトンの振III~. 検出された透過波中のソリトン振幅.ここで人射
ソリトンのflR ~Jm は l である.

半無限長媒質

散乱後の波の概形を凶 3.6に示す.Case Bでは反射波のみである.Case Bでは理論計算

3.2.2 

により 3つの sech型の Solitonが存荘する領域と 7ブリザーと lつの sech型Solitonが存在

これも理論値とシミュレ ーこの境界は μ=0.09イ、I近に存在する.

ションで非常によく 一致している.

する領域とに分かれる.
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|ヌ13.5:入射波がmKdVl-Solitol1の場合の物体の運動 (CaseB)菱形はコンピュータシミュ

レーショ ンにより計算された物体YOの値.実線は理論値で式(3.12)により計算された値で
ある.

く主コ
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O 
0.05 0.25 0.2 0.15 

μ 
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r(ー圃

図 3.4:Case Aでの反射ソリトンの振幅.検出された反射波中のソリトン振IIJ日ここで入

射ソリトンの振11J~ は 1 である μ=  1.1で実線が不連続になっているがここがブリザー型
Soliton(グラフ右側)が存在する領域と sech型の Soliton(グラフ左側)が存在する領域の境

界である.
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凶 3.6:散乱後の波の概形
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図 3.7:Case Bでの反射ソリトンの振幅.ここで入射ソリトンの振幅は 1である.ブリザー

型SolitonはcaseA問機μ=0.09より小さい領域ではう存布できず3つの sech型のソリト

ンが存荘する
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3.3 結果と今後の課題

3次の非線形媒質における mIくくl¥'系でも前章IJi]f柔.Jfl~論とシミュレーションの村民が

致を得ることができた.ただKdV系の場合と異なり .ある質量以下になると l-SolitOll解か

らブリザー解へ移行するなどKdV系ではみられなかった現象がみられた m1立lY系で不均

イ企の散乱によりこのような現象が発見されたのは政々が知る限りでは初めてである こ

れらの現象が後数の解をもっ他の不均一系で観測されるかどうか.非常に興味深い
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本研究では物体と媒質の非線形波動の相互作用.特に物体によるソリトンの散乱坂象に焦

点をあて.J町命的解析を行った非線形性として.2次.3次の場合をィ与えそれぞれについて‘

無限長および平無限長の系をとりあげた.第 一に.逆散乱j去に基づくスペクトル問題を通じ

て散乱波から生じるソリトンを決定する解析j去を提出した.2次の非線形系.3次の非線形

系はそれぞれ.1くdVおよ びmKdVH程式の初期値問題に還j亡できることを明らかにした.

さらに.非線形格子モデルを直媛シミュレーションすることによって.ソリトンの散乱収象

の数他実験を行った.結果.両者の問の非常に良い 一致を見ることができた KdV系に関

しては若者らによる論文 [2けで報告されている以上の手続きを|珂示すると図 4.1のよう

になる.

今|可特に著しい結果として mKdV系で物体の質量を変化させることにより 2つの scch

~ Solitonが7ブリザー刑 Solitonへ移行することがある.これは.ある彦、味で「相転移的」

な振る舞いとみなされるべきで. I臨界点」におけるダイナミクスはどのように振る舞う

のか?今後の問題として非常に興味深いところである.

本研究はおもに非線形格子系をモデルとして採用したが.手法自体は一般の l次元非線

形媒質にも適用できる.従って，扶々の結果は単にソリトン物理学のフロン卜として位置付

けされるだけでなく.多くの工学的応用が期待されると考えられる.今後の課題としては、

イオンプラズマ波と重い荷電粒子の相互作用浅本波における浮遊物体とソリトンの相互

作用などが考えれる.
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数値計算

運動方程プ

入射波
1-So1iton 月ヰ

粒子の運動を
シミュレーション

物体の運動

←比較 →

刈 4.1:研究の流れ

逆散乱理論
による解析

逓減摂動展開

固有値計算
行列の対角化

第4辛結論
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